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Bien que la spécialisation soit un trait

nécessaire de notre civilisation, elle doit étre
complétée par lintégration d'une pensée qui
traverse les disciplines. Un obstacle permanent
s'opposant a cette intégration est la ligne de
démarcation entre ceux pour qui l'usage des
mathématiques est chose aisée et les autres.
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AVANT-PROPOS.

Jusqu'a une époque récente, les asservissemeiptd éaités au niveau ingénieur ou second
cycle pour les mécaniciens et, d'une maniére gknéea ouvrages concernant cette discipline sont
difficilement abordables par un lecteur ne possedas un niveau de premier cycle universitaire.
La majorité des enseignants qui désirent se prépareoncours d'Agrégation interne de Génie
Mécanique ou de Mécanique ne sont plus familieec ales notions qu'ils n'utilisent pas ou peu
dans leur exercice quotidien et vont se heurter grableme.

L'objectif de ce premier volume est de faire gagmetemps précieux au candidat qui doit
simultanément préparer le concours, rédiger un itapb dossier pédagogique et assurer son
enseignement. Il regroupe quelques rappels aifsngrand nombre de démonstrations en rapport
avec le cours, utilisant les notations adéquatesifisamment détaillées pour qu'un lecteur méme
“rouillé" puisse en suivre le fil. Ce n'est en au@as un cours de mathématiques, mais plutdt un
aide-mémoire a consulter sur des points spécifiquesr et a mesure des besoins.

Le second volume concerne le cours d'asservissemgmoprement dit, allégé des
démonstrations contenues dans le premier et adgquiélfait systématiquement référence. Le
troisieme concerne l'aspect technologique et IpBcghions.

Je tiens a remercier les collegues qui m'ont $igles erreurs et les coquilles qu'ils ont pu
détecter lors de l'utilisation de ce poly. Elles été corrigées dans cette quatrieme édition rhais i
en reste probablement quelques-unes unes. Leblegri@pparaissent tantot en italique, tantdt non :
il faut les considérer comme étant identiques.

francis.binet@ac-versailles.fr




Chapitre 1

CALCUL DIFFERENTIEL ET
INTEGR AL

«René Thom, le grand topologue et
mathématicien est le seul a m’avoir surpris
en confirmant mes trouvailles paranoiagues-
critiques sur la gare de Perpignan »

Salvador Dali



1-1 DERIVEES.

REMARQUE PREALABLE : Dans tout ce qui suit, on cmlggera des "bonnes fonctions”, c'est a
dire des fonctions continlment dérivables.

1-1-1 DEFINITION :

La dérivée f' d'une fonction f en un poitest la limite :

=i, (00716

X=X,

Géomeétriqguement (voir Fig.1-1), c'est la limite tdux d'accroissement entre x et xo, mesurant la
pente de la droite (D). En rapprochant mentalerfeepbint M du point Mo, on voit que la droite
(D) se rapproche de la tangente a la courbe enli&ldérivée f'(xo) est donc la pente de la tangente
en Mo.

Fig.1-1

L'équation de la tangente en Mo est facile & exgri: c'est une droite qui est donc de la
forme :y =ax + b avec a = f'((x) et qui passelpamoint (¢ , Yo)

= V(%) = (%) = F(Xp). X, +b
= b=1(x)='(%)%

Finalement I'équation de la tangente en Mo est = f'(%)-X+[f (%) = f'(Xo)-X,]
que I'on rencontre souvent sous la formerf (o) =f'(X,)(x =,)



1-1-2 VARIATION D'UNE FONCTION.

Les théoremes suivants sont tres utiles lors tieléd'une fonction.
a) Soit une fonction f, dérivable sur un intergdit

Si la dérivée de f est positive sur |, alors fasissante sur .

Si la dérivée de f est négative sur |, alors fdéstroissante sur |.

Si la dérivée de f est nulle sur |, alors f eststante sur I.

b) Soit une fonction f, dérivable en un point xo :

Si la dérivée de f(x) en xo, f'(x0) s'annule enrgeant de signe alors f présente un maximum ou un
minimum relatif en xo.

c¢) Soit une fonction f, deux fois dérivable surintervalle | :
Si la dérivée seconde de f est positive sur | sdl@st convexe sur |.
Si la dérivée seconde de f est négative sur Isdilest concave sur |.
Si la dérivée seconde de f est nulle sur |, alest finéaire sur |.

d) Soit une fonction f, deux fois dérivable enpaint xo :

Si la dérivée seconde de f(x) en xo, f'(xo0) s'aarent changeant de signe alors f présente un point
d'inflexion en xo.

1-1-3 CALCUL DES DERIVEES.

Les formules de dérivation permettent de détermimeatérivée d'une fonction a partir des
dérivées de fonctions élémentaires.

Notations:

La dérivée nieme d'une fonction f se note™ (x) , avec n entre parenthéses.
La puissance nieme d'une fonction f se noté(x).

La fonction réciproque d'une fonction f se notie™(x)

La fonction composée de deux fonctions f et g se n(ito g)(x)

Les tableaux page suivante contiennent les fornmddedérivation usuelles. La tradition est
de noter les fonctions par u et par v au lieu eiede g.



FONCTION DERIVEE
u+V u|+V|
u.v u'v+uv'
K.u K.u'
i : uz0 —12
u u
d o v£O W _ZUV
\ \
Ju 5 u>0 u
2Ju
u' ; n0Oz nu™ U’
(fog) (f'og)y
(t) 1
frof *
FONCTION USUELLE DERIVEE
1 1
X x2
1 -k
7 , k ¢ _1 _)(k+l
Jx 0 x>0 1
2./x
Xn nxn—l
sinx COX
CO<X —-sinx
tgx 2
=1+t
coé g
log x E
X
e e
arcsir x 1
1-x?
arccox -1
1- %2
arctgx 1




1-1-4 LINEARISATION D'UNE FONCTION AUTOUR D'UN PO INT.

La linéarisation d'une fonction autour d'un poirst @ne opération extrémement courante en
asservissements : En effet, les relations entriahlas sont la plupart du temps des fonctions non-
linéaires alors que I'on préfére travailler sur d#ations linéaires pour des raisons de commadité
de simplicité. Suivant I'allure de la fonction adariser, on utilisera des méthodes différentesisNo
nous limiterons au cas de la linéarisation d'unertw® réguliere autour d'un point non singulier,
c.a.d. un point en lequel la courbe admet une taegenique a pente ni nulle, ni infinie. Pour les
autres méthodes (méthode de la corde, méthode etuigar harmonique, méthode de I'énergie
équivalente, etc.), qui concernent les asservissemeon-linéaires, se référer a un ouvrage
spécialisé.

Considérons une fonction y = F(x) représentée Fgll n'est pas possible de la linéariser sur tout
son domaine de définition sans faire une grossa@mroximation. On choisit donc un point de
fonctionnement privilégié Mo = (Xo,Y0) autour dudjoa peut linéariser, étant bien entendu que le
résultat obtenu n'est valable gu'autour de ce mtaEins une fourchette dépendant de l'erfeque

I'on peut tolérer. On assimile localement la couabsa tangente en Mo dont la pente K est la
dérivée de F(x) en Mo. Ceci permet d'écrire que poe valeur d'entrée X, la sortie est F(X) = Yo
+ K(X - X0) correspondant au point M'. L'erreur aoise est\.

On peut raisonner en accroissemelf¥ = KAX avecAY =Y - Yo et AX =X - Xo
ce qui revient a effectuer un changement de reperex'=x-Xoet y' =y-Yo
Dans ce repere, les coordonnées du point M sopt'>dvec Y' = KX' relation linéaire.

Figl-2: Linéarisation autour d'un point.

Exemple: LinéariseF (x) = x" autour d'un poinM = (X,,Y;)
F'(X)=nX"1 = ay=nx""1ax,
Yo

Dautre part :Y, = X," = x/71= <
0

) _AY, _ AX,
Finalement: To—n X,




1-2 INTEGRALES.

1-2-1 INTRODUCTION.

Le calcul intégral est utilisé pour de nombreusgglications en mécanique. On peut citer
entre autres :

b
- La valeur moyennd,, d'une fonction f sur un intervalle [a,bf;, :bij-f(x)dx
_a -
1 b
- La valeur efficacef,, d'une fonction f sur un intervalle [a,bf =\/b—jf2(x)dx
_aa

- La masse M d'un solide dans le cas d'un vquMez:I”pdv
\%

- Le centre d'inertie G d'un systeme matéri@G :ﬁ _[CSPdm
POS

- Le moment d'inertie d'un solide autour d'un axesde cas d'un volumel:= j”r2 P)p (P)dv

\%
- Les calculs d'aires, de volume, de travail, deagice ou de vitesse par intégration respectivement
de la vitesse ou de l'accélération, etc.

L'intégration d'une fonction peut s'effectuer dexdmaniéres :

Soit on connait une primitive de la fonction &grer et on peut alors en déduire toutes les
primitives en ajoutant une constante : c'est ledmatoutes les fonctions simples et usuelles. Dans
les problemes de mécanique, la constante serardgéer par les conditions initiales.

Soit on ne connait pas de primitive (ce qui eaveat le cas), et il faut effectuer l'intégration

par une méthode numérique approchée.

1-2-2 INTERPRETATION GEOMETRIQUE. SOMMES DE DARBOU X.

Considérons une fonction f , intégrable sur uarvdlle [a,b] (voir Fig.1-2).
On souhaite calculer l'aire A du domaine plan diééimar cette courbe entre les points a et b. Pour
ce faire, on va découper la surface en (n+1) rgtgandélimités d'un coté par I'axe des x et de
I'autre coté par la courbe considérée.

Il existe deux sommes de Darboux :

a) La "petite" sommes(o) = (x, —a). f (a) + (X, = x). f () +......+(b—x,). f (X,)
représentant géométriquement la somme des recsdfgiérieurs” ( Hachurés).

b) La "grande" sommeE(o) = (x, —a). f (x) +(X, = x,). f (%,)+......+(b—x,). f (b)
représentant géométriquement la somme des recsatsgipérieurs” ( Hachurés + blancs).



Concrétement, la petite somme de Darboux est usenapprochée par défaut de A et la grande
somme de Darboux est une valeur approchée par drcés

¥\

()
fxn (T

fx2)|--- -
fx) | - -

f@) [~

V >

0 a x1 x2 Xxn b

Fig. 1-3

En diminuant la largeur des rectangles jusqu'avabeur dx, les deux sommes de Darboux vont
converger vers une limite commune qui est égdlgira A. On montre que cette limite est aussi

b
I'intégrale de la fonction f sur l'intervalle [adf on écrit :A :J.f(x)dx.
a

1-2-3 METHODES DE CALCUL APPROCHE.

Ces méthodes sont appliqguées dans deux cas :

* soit I'on ne peut pas déterminer une primitivela fonction considérée au moyen de fonctions
élémentaires,

* soit la fonction a intégrer n'est connue que partaines valeurs qu'elle prend sur l'intervalle
d'intégration ( c'est le cas pour une fonction athannée).

1-2-3-1 Méthode des rectangles.

Du § 1-2-2, on déduit immédiatement une méthodeadeul approché de l'intégrale de f,
consistant a calculer les deux sommes de Darbouxdguonent un encadrement de la valeur
recherchée. La précision du calcul augmente avenolabre n de points de subdivision de
I'intervalle [a,b]. L'erreur ainsi commise n'estspconnue en général, mais on démontre que sa
valeur absolue posséde un majorant :

(b-a)° .
<M —_ avec M = suplf'(x)|

2(n + 1) x(a,b)]



1-2-3-2 Méthode des trapézes.

Dans le cas ou l'on désire une meilleure précisiercalcul, on emploie la méthode des
trapezes qui consiste a remplacer les arcs dee@anbleur corde respective. (voir Fig.1-3bis)

YA

f(b
e

fx2)|-------
fx1)|- - -

fa) |-

V

O a x1 x2 xn b

fig. 1-3 bis

,—a)f (x) +f@)]

' 2

La somme des aires des trapezes donne une vafgachpe de l'intégrale de f. Elle correspond a
la moyenne de deux sommes de Darboux

: R L . X
L'aire du trapeze hachuré est égale g

Comme dans le cas précédent, on démontre quaif@semise posséde un majorant

M 3
—— (b-a avec M = sup|f"(x)
12(n+1)? (b-2) xIII[a,b]| |
Par contre, il n'existe pas I'équivalent d'une tpesomme et d'une "grande" somme ; suivant que
la courbe est concave ou convexe, le calcul dorunerasultat par excés ou par défaut.

Il existe d'autres méthodes, plus précises, cormetie de Simpson consistant & approcher l'arc de
courbe par une parabole. Se référer a un ouvragetematiques.

1-2-4 METHODES DE CALCUL DIRECT.

Elles consistent a ramener la fonction a intégréune des fonctions dont on connait une
primitive. Le tableau suivant fournit les plus canutes.



n+l

X
n+1
J'cosxdx =sinx +C*

Ix”dx = +C* (nz-1)

J'sinxdx = —-cosx +C"*

j d>2< =tgx+C"*
cos’ X

dx
J' —— =—cotgx+C*
sin® x

dx )
j =arcsinx +C"

NJ1-x2

J' 1fx > =arctgx+C*
X

dx
j— =In|x|+C*
X
ax
Ieaxdx =€ ice
a
X
J'axdx =2 ice
Ina

Il existe de nombreuses méthodes permettant ciersner a une (ou des) fonction(s) dont
on connait une primitive : décomposition en somchangement de variable, décomposition en
éléments simples, intégration par parties, utitisatie fonctions trigonométriques, etc.

On rappellera seulement la formule d'intégrationpaaties :

judv:uv—jvdu

Pour les autres, se référer a un ouvrage de matiogiesit

1-3 SERIES ENTIERES.

Une série entiere est une série de la formeZ:%x“ =g, tax+a X’ +....+a x"+....
avec n = (0, 1, 2,...). Les coefficiersspeuvent étre réels ou complexes.
L'exemple le plus connu est la série géométrique 2: X" =1+ X+ X+ X
Cette série est divergente pxjr=1

0 1
Elle converge verszox =1-x pour | }<<1



Il est possible, sous certaines conditions, deldgper une fonction en série entiére. Le théoréme
de Mac Laurin permet d'obtenir le développemerdéeie entiere de fonctions usuelles dont les
plus utiles sont rappelées ci-dessous :

) B X3 XS X2n+1
Sln(X)—X_§+§+ ....... + (‘1TW+
2 4 X2n
cos(X )=1-—+—+...... 1y
21 (2n)!
X2 n
e :1+f+§+ ....... +
(1+x)* =1+ax+ (- )x2+ ....... +0((0( —1)...(I0(—n+1) n
nl
B X2 X3 Xn+1
In(1+x) =X St gt + (1) n+D
_ X3 X5 X2n+1
Arctg(x) = X=g gt + (1) 2n+]
B X3 X5 X2n+1
sh(x) =Xttt +(2n+ 7
_ooxE Xt x>
Ch(X)—l"‘T"'E"' ....... +W+....

1-4 ETUDE DE FONCTIONS.

Nous allons, a titre d'exemple, étudier succinet@nguelques fonctions souvent rencontrées
en asservissements

1-4-1 FONCTIONS CIRCULAIRES.

Ces fonctions sont bien connues des mécaniciearscéhtre, les notions fréquentielles
associées, omniprésentes en asservissements @munse harmonique), méritent que l'on s'y
attarde un peu.

La fonction du tempsin(at + ¢) en est un exemple que nous allons observer suinette cas en
prenant des valeurs différentes pavret pourg :



sin(x), A’
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Fig.1-4



L'angle @ apparaissant dans I'expression de la fonctiomppslke le déphasage. Il s'exprime en
radians.

La grandeumw en facteur du temps s'appelle la pulsation. Edbepsime en radians/sec.

La fréquence se déduit de la pulsation par :wf21t. Elle s'exprime en Hertz.

La période est l'inverse de la fréquence : P = 2iftw. Elle s'exprime en secondes.

Les quatre courbes sont, de haut en bas sur [&-#ig.

a) La fonction sin(t)
b) La fonction sin(tr/4)
c) La fonction sin(2t)
d) La fonction sin(2t/4)

cas b) La sinusoide est retardée d'un temps égdlsecondes par rapport a sin(t) : retard T.

cas c¢) La sinusoide vibre deux fois plus vite qunt)s: sa pulsation (et donc sa fréquence) est
double.

cas d) La sinusoide vibre également deux fois ytesgque sin(tymais son retard T' n'est plus
W4 s maist8 s.

Conclusions sur la fonctiogin(at +¢) =sina(t +T):
Sa pulsation esb en rd/s.
Sa fréquence est f@/2men Hz.
Sa période est P = 1/f en secondes.
Son déphasage agen radians.
Si T<0, son retard esft =|@/o} en secondes.

Si T>0, son avance €§t=|¢/a] en secondes.

1-4-2 FONCTION ARCTG(X).

La fonction tg(x) est périodique de périadet strictement croissante sur l'intervalle ouvert

}—gg[ sur lequel elle prend des valeurs enseet +0 . (Voir Fig.1-5)

: . . s T 1T
La fonction arctg est la réciproque de la fonctipmestreinte a I'mtervall%—?a{

Sa dérivée est arctg (x) = v ( voir tableau des derivees § 1-1-3). Cette esgiod etant
X
toujours positive, la fonction arctg est donc s$meent croissante. On la trace directement en

remarquant que y = arctg(x) = x=tg(y) pour —;—7< y<é7 (voir Fig.1-6)

REMARQUE. La fonction arctgf) ne permet pas de lever l'indétermination surd2 I'angled
car tg(¢) =tg(a) = ¢=a+kn (kOZ) Cette équation possédant deux solutions, il faut

connaitre le signe de si@i)(pour lever l'indétermination.

a p=

Par exemple, I'équatiogp = arctg(1) possede les deux solutiong:= k 7

4



l'indétermination est levée si I'on connait lecan, sin[

Troisiéme
Quadrant

Second
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premier
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Fig.1-5: tg(x)

Fig.1-6: arctg(x)



2>0 ; «,>0 «>0

Exemple: Etude de la fonctiomp(w) = —Arctg(ﬂ”z]

W’ -w

n

Cette fonction se rencontre lors de I'étude deteByes linéaires du second ordre. On effectue

traditionnellement un changement de varlable? , U étant appelée pulsation réduite.

n

La fonction étudiée s'écrit en fonction de u (uitifds

2Zuw,’” 27u
d(u) = -Arctg —————— | = -Arct = —Arctalf (u
() g(wnz_uzwan g(l_uzJ o(f (W)
La dérivée def (u) = 12232 s'obtient en utilisant la formule de dérivatio(nE:J Al
- v v

(attention le "u" de cette formule est égal a 2¢eipas confondre les deux "u”).

(1— u2)22+ L’ 1+ 220°

f'(u) = (1_ u2)2 = (1— u2)2 toujours positive.

f(u) est donc toujours croissante et son allurelaesuivante :

f(u)

100

50

-50

-100 u

Fig.1-7: f(u) pour z=0,5

On en déduit les valeurs remarquablesbda):

Pouru=0, f(u=0 e ®&(u)=-Arctg(0)=0°
Pouru=1, f(u)=+c e ®(u)=-Arctg(+w)=-90°
Pouru=1", f(u)=-o e ®&(u)=-Arctg(-»)=-90°
Pouru=oco, f(u)=0" e ®&(u)=-Arctg(0)=-180



REMARQUE: pour u compris entre leetil faut prendre les valeurs de la fonction Aratigs que
la fonction® soit continue en u=1, ce qui ne serait pas lestésn utilisait les valeurs lues sur la
courbe fig. 1-6 : la valeur d@ passerait alors brutalement de - 90° a + 90°,utest impossible
pour des raisons physigues. On choisit donc urerméiation de la fonction Arctg (qui est définie
modulo 1) telle que® varie contindment entre 0° et -180°, c'est a daes le troisieme et le

quatrieme quadrant.

Fig.1-8: fonction Arctg(x)

L'allure de la fonctionb est finalement :

®°o0 T
20N 7 e A

o
N
o
D
o
(o2}
o

80 u (pulsation réduite.)

Fig.1-9.

En pratique, cette fonction sera représentée ermlonnées semi-logarithmiques pour u. (voir
diagramme de Bode dans le cours d'asservissements)



1-4-3 FONCTION LOG(X) EN COORDONNEES LOGARITHMIQU ES.

La fonction logarithme décimal réalise la transfation :

X 0,001| 0,01 0,1 1 10 100 1000

Log(x) -3 -2 -1 0 1 2 3

Elle est définie pour x > 0 et est représent@elFLO en coordonnées cartésiennes.

Elle posséde les propriétés suivantes :
Iog(a“)z nlog(a)
log(ab) = log(a) +log(b)

Iog(%j = log(a) - log(b)

On détermine sa dérivée en utilisant la relatitog; ' (x) =;= xlnl(a)
qui donne dans le cas du logarithme décintad’(x) = —xlnﬁlo)

X étant strictement positif, cette dérivée est dpositive. On vérifie que la fonction Log est
croissante, mais de plus en plus faiblement lorsguaugmente (a l'inverse de la fonction
exponentielle).

B T e S R

L 4

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Fig.1-10: Log(x)



Cherchons maintenant a tracer cette courbe enlopnées semi-logarithmiques.

L'axe des y est inchangé alors que I'axe des gragiué en Log(x) : a chaque augmentation d'un
facteur 10 des x, la graduation augmente commex)pg(@.d. d'une unité. La courbe obtenue est
donc une droite de pente 1 (voir Fig.1-11).

L'intérét de cette représentation est évidentgloesl'on compare les courbes Fig.1-10 et
Fig.1-11 : La représentation cartésienne est dédfia lire (sans parler d'effectuer un relevé de
points !) car la pente est soit trop faible saptforte. Ce probleme n'apparait pas en représamtat
semi-log. En asservissements, les diagrammes densépen fréquence de Bode sont en
coordonnées semi-log.

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

Fig.1-11: Log(x)

REMARQUE: Contrairement a la représentation en coordonoadésiennes, il n'existe pas de
point x = 0 en coordonnées semi-log, car la fomctiog n'est pas définie en ce point. L'axe des y
est ici centré sur le point x = 0,0001. On poutdeadécaler vers la gauche en le centrant sur

x =0,00001 puis x = 0,000001 et ainsi de suite gnsis pouvoir atteindre 0.

1-4-4 REPONSE D'UN SYSTEME DU PREMIER ORDRE A UNECHELON.

Dans les chapitres 4 et 5, nous verrons ce quesysteme du premier ordre et nous
montrerons que, soumis a une entrée échelon un(tdérl Volt dans notre exemple), sa sortie est

alors :
-t

s(t) = K(l— eT] exprimée en Volts

K est le gain statique du systeme ; prenons K = 10
T est la constante de temps du systéme ; prenensdDms.



Etudions cette courbe pour t > 0.

-t -t
La dérivée s'(t) ests () :%{K(l—eT H :éeT toujours positive. On en déduit que la
courbe est croissante.

La pente a l'origine est s'(0) = K/T=10/100=0, %44.
-t

La pente a l'infini ests'(w) = Itim{éeT} :ée“” =0 ; Existence d'une asymptote horizontale.
La valeur de s(t) en zéro est s(0) = K(1-1) =0

ot
s(t) tend, pour tinfini, verslimliK(l—eT J:I =K(@-0) =K =10 Volts

to oo

Volts

ms
0 100 =T 200 300=3T 400 500 600 700 800

-t
Fig.1-12: s(t) = 1({1— eloo}

Certains points caractéristiques sont tracés stouee Fig.1-12 :

- au bout d'un temps égal a T, le systeme a 88k de sa réponse permanente.
En effet, 5(T) = K(l— e_TTj =K({-e?)=K(1-03678= 063X

- au bout d'un temps égal a trois fois T, le gysta atteint 95% de sa réponse permanente.
S(@T) = K(l— efj =K(1-€?)=K(1-0,0497) = 0,950

Nous reviendrons en détail sur la signification gpbye de tout ceci dans le cours
D'asservissements.



4-5 REPONSE D'UN SYSTEME DU SECOND ORDRE A UN ECHELON (voir 84 et 85).

La sortie d'un systéme du second ordre soumiseantrée échelon unitaire de 1 Volt dans
notre exemple est de la forme (cas ou z<1) :

s(t) = K[1+ \/1_2 g sin(\/l—zzwnt + ¢)} exprimée en Volts
1-z

K est le gain statique du systeme ; prenons K = 10

z est le facteur d'amortissement du systeme ; peene 0,2. (sans dimension)

@, est la pulsation propre non amortie du systémengnsc,, = 10 rd/s.

@ est le déphasageg =-101,53°

La signification physique de ces diverses grandsers explicitée dans le cours d'asservissements.
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_J1_952
Nous verrons au 8§ 4-3-3 que ¢ = arctg{ﬁ];cosnb =-zsing = —1-2?
_ 2
o2 jﬂ&mkn

@ est donc situé dans le troisieme quadrant. Datrs nas ¢ = arctg{

Les signes du sinus et du cosinus permettent &xrdétation de@ = 78,46-180 = -101,53° = -1,77
rd

Conséqguencde tracé sur micro ordinateur ou sur calculatimpose I'écriture compléte @&

e

Dans ce cas, une solution plus élégante consistemiplacersin(x—7) par —sin(x) dans
I'expression de s(t). On obtient la formule suieaqui utilise la détermination naturelle de la
fonction Arctg et qui peut donc se programmer dee®nt :

kkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkkhkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkk kkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkk

Essayons maintenant d'interpréter intuitivemerotetion s(t) : En négligeant le facteur K, on peut
la mettre sous la forme simplifiée s (t) =1+Ae™ sin(wpt+q>) qui se comporte globalement

comme :e “sint . Cette derniére est une sinusoide encadrée patr eeponentielles qui
convergent vers I'axe des temps.

La forme globale de s(t) sera donc une sinusoidetarautour de la droite y = K.

Etudions cette courbe pourt>0:

Calcul de la dérivée s'(t) :  S(t) =%{1+Le‘z‘*’nt sin(\/l—zzoont +¢)}

VJ1-27°



= s(t)= %L/li? g ! sin(x/l— Z’wt+ ¢)}

forme A(u.v)' = A(u.v'+u'v)  avec: %(e‘z“’"t) = -z, e
et: %sin(«/l— 2w t+ cl)): 1-72*w, coe(«/l— Z’wt+ ¢)
[— zw, e sin(\/l— Z?w t+ ¢)+ 1-72°w,e ™ cos(«/l— 2w t+ cl))]

= s()=

1
[_ zsin(\/ﬁwnt + ¢)+ V1-22 cos(Jl— Z°w,t+ ¢)]

we”

n

0yt
V1-27°

En développant le cosinus et le sinus, il vient :

:M[— z(sin( 1- zzwnt)cos(¢)+cos( 1—22wnt)sin(¢)) }
V1-72 +\/E(cos(ﬁwnt)cos(¢)—sin( 1—zzwnt)sin(¢))

onsaitquecosp=-z ; sSip=—-y1-7

e | - z(—zsin( 1—zzc,on'[)—J1—z2 cos(\/l— zzoont))
V1-7 _+\/l—22 (—zcos( 1—zzcont)+J1—z2 sin(x/l—zzcont))]

= s()="1C - :(COS( 1—22(0n'f)x2\/1—z2 —Z\/1—22)+(Sin( 1—zzwnt) 1—zz+zz)]

-zt T
Wn© sin( 1—22wnt)]
1-2°

= s(t)=

Cette dérivéee évolue comme un sinus : elle est g@wmodiquement nulle. La courbe s(t) va
connaitre une succession de maxima et de miniratfsel

La pente a l'origine est s'(0) = 0 Ceci est pauicularité trés importante qui permet dans oesta
cas de différentier la réponse d'un systéme dunsecadre de celle d'un systeme du premier ordre
dont la pente a l'origine n'est jamais nulle ( \&ir-3-4).

- La valeur de s(t) en zéro est :

s(0) = K{l+ﬁsin(¢)} = K{l— \/g] =0 avec: ¢ =arcsin- (\/1—22)

- s(t) tend, pour t infini, vers s(w) = Itim K[1+ ! g ! sin(«/l—zzwnt+¢)} =K,

1-7°
I'exponentielle tendant vers zéro.



SecC.

0,2

1-02°t+ arct{@}ﬂ

Fig.1-13: s(t) =1 1—;e'2‘sin 1
VJ1-0,2?

- Cette sinusoide est encadrée par deux exporestiel

1 —Zw,t H ' H .
=€ qui coupe l'axe vertical en :

* L'une décroissante d'équationy i(t) = K{1+
1-z

1
1-z

y,(0) = K[1+ } et qui tend vers y, («) =lim K{1+ : e-zwnt} —K

1-27°

Dans notre exemple, elle coupe I'axe vertical epaint b =y, (0) :1c{1+ %} =20,2
1-0.2
et tend vers I'horizontale de hauteur K= 10.

. . 1
* L'autre croissante d'équatiory;(t) = K| 1-

1 , . 1
Yy, ()= K{l_ } et qui tend vers y,(«) =lim K[]_ e ant} =K
? \/1—22 2 toow /l_zg

e‘z‘*’"‘} qui coupe l'axe vertical en :




\J1-02?

( on remarque que a est différent de zéro) etvenslla méme horizontale de hauteur K= 10.

Dans notre exemple, elle coupe I'axe vertical epaint a=y, (0) :1({1—;} =-02

La pulsation de la réponse est; = w,v1- 7> appelée fréquence propre amortie.

Sa période est T, = LI appelée période propre.
Wy @N1-7

Amortissement entre deux vibrations consécutivesC'est le rapport entre les amplitudes
successives des maximums que I'on apelléécrément logarithmique.

—zwn(t+Tp)
sin[ 1-Z°w, (t +Tp)+ ¢]
6_ 1_22

e—zu)nt ) [\/_2 ]
sinvl-z w,t+¢
V1-27? "

Le dénominateur est I'amplitude a un temps t ulaérateur est I'amplitude une période plus tard.

La période étant : sin(w,t+¢) = sin(wp(t +Tp)+¢)

o % (t+1,)

21
= GSZT:eZ‘*’”Tp avec: T,=———
h 2
€ w,V1-z
Finalement:
_2m
J=e \+-7

La connaissance du décrément permet de détermipérimentalement z en mesurant la hauteur
des pics successifs sur une courbe enregistrégdude celle représentée Fig.1-13

Détermination des dépassementsles dépassements successifs sont notés D1, D2t®3yoir
Fig.1-13). lls correspondent a la valeur des pasts ou négatifs par rapport a la valeur obtenue
en régime définitif (10 Volts dans notre cas). s points, la dérivée s'annule et change de signe.

~zu,t

Nous avons montré ques (t) = “n [sin( 1—zzwnt)]

V1-27?

Cette fonction s'annule pour les valeurg éek—n (kO2Z)

w~N1-7°

En ces points, la fonction s(t) prend les valere:pas confondre le gain K et k entier quelcohque



|

kmz
(-D*e

:K[

-

krz

1-7

kmz
1-72
2
VA

1

K{h (1)“1{ °

]:

kmz

e 7 sin(km+ )

e

La valeur absolue des dépassements successif3, €3} =

1 signifie que le dépassement est de 100% de dauwvfihale. Les axes sont gradués en coordonnées

Le dépassement est exprimé par rapport a la valdenue en régime définitif : un dépassement de
logarithmiques pour faciliter la lecture.

La figure 1-14 représente la valeur des trois peesniiépassements (D1, D2, D3) en fonction de z.

Dépassement transitoire

0.1

0.01

Fig.1-14: Dépassements successifs.



Chapitre 2

LES NOMBRES COMPLEXES

«les racines des mots sont-elles carrées?»

Eugene lonesco



2-1 DEFINITIONS ET PROPRIETES.

Définition.

L'ensemble des nombres complexes est I'ensemiid@ipRXR des couples de réels, muni
de deux lois notées comme l'addition et la muttgtibn. Cet ensemble a été construit de telle
maniere que tout élément posséde au moins uneereairee (alors que ce n'est pas le cas®ans
L'ensemble des complexes se rote
Forme algébrique.

En pratique, un nombre complexe s'écrira commeaz3ib avec a et b Réels et i tel que
i =-1. Le nombre complexe i est souvent noté j par gsisiens afin d’éviter toute confusion
avec l'intensité d'un courant. C'est cette dermétation que nous adopterons pour la suite.

Partie réelle et partie imaginaire.

a s'appelle la partie réelle et b la partie imaigendu nombre complexe z. Si b est nul, z est
un réel et si a est nul, z est un imaginaire pur.

Addition des nombres complexes.
Sous forme algébrique, on effectuera indépendamlaesamme des parties réelles et celle
des parties imaginaires en mettant j en facteur.
Ainsi: z+z2'=(a+jb)+(a'+jb)=(a+a')+j(b+b")
Multiplication des nombres complexes.

Toujours sous forme algébrique, celle ci s'effeciumme dan® en utilisant la propriété
fondamentale :j* = -1.

Par exemple :z.z'= (a+ jb).(a'+jb') = (aa'+ajb'+a'jb+ j’bb')= (aa'-bb')+ j @b +ab’)

On peut remarquer que j*= j2.j=-1j=-] etque:j*=j%j?=(-1)" =1

Complexes conjugués.

Deux nombres complexes conjugués_ont méme pédikeret des parties imaginaires
opposées. Le conjugué de=a+ jb estnotéz , avecz=a- jb
On vérifie facilement que :

2z =a’ +b?
z+z=2a

Egalité de deux complexes.

z=a+ jb estégaliz'=a'+jb' sietseulement: e=a' et k=D’



2-2 REPRESENTATION GRAPHIQUE.

On peut représenter tout nombre complexe dangamnopthonormé par un point M de
coordonnées (a,b) ou par un vecteur OM de coordmn(zEb).
M est limagede z et z estdffixe de M.

Un nombre complexe z et son conjugué sont repi@&senr la figure 2-1. On remarque que
le conjugué de z a pour image le symétrique M' deakrapport a I'axe horizontal.

y A Axe des "imaginaires purs"

b |- M

a Axe des réels

X

Fig. 2-1

Le plan (O,x,y) est appelé plan complexe.
L’axe des x est appelé axe des réels.
L'axe des y est appelé axe des imaginaires purs.

Le nombre i (ou j) étant un imaginaire pur, il egtrésenté par un vecteur unitaire et positif
porté par l'axe y des imaginaires purs. Le nomb@u--j) est également un vecteur unitaire porté
par y mais négatif ( on remarque au passage st k¢ conjugué de j).

Le nombre 2i (ou 2j) serait représenté par un veggalement porté par y mais de longueur 2 fois
l'unité.

Somme de deux nombres dans le plan complexe.

Soient deux nombres complexes z et z' d'imagesW.dtimage M" de la somme
z" =z + z'estla somme vectorielle des imagestM'. (Voir Fig.2-2)



2-3 FORME TRIGONOMETRIQUE.

Une autre maniére de représenter les nombres egempest la forme trigonométrique. Celle
ci s'obtient en considérant I'image M du nombrazsde plan complexe et en exprimant ses
coordonnées polaires. (voir Fig.2-3.)

Fig.2-3



On appellanodule du nombre complexe z la norme du vecteur imaisjb
On appelleargument de z I'angle polaire du vecteur ima@ia’l

Le module est usuellement noté rgat I'argument est not
Les relations entre les coordonnées polaires gsiannes sont simples :

a=rcosfd ; b=rsind

En reprenant la forme algébrique=a+ jb et en renplacant a et b, il vient :
z=a+jb=rcosB+ jrsind =r(cosd + jsing)

z=r(cosB+ jsin6)
ou: z=[r,4

On remargue que j ={lﬂ et que :— | =[1—g}

La forme trigonométrique est bien adaptée au caleslproduits et des puissances.

Produit de nombres complexes.

Soit le produit z* = zz'  avec:z=[r,f et z'=[r',6]
développons cette expression :

z7=r(cosB + jsin®)r'(cosd+jsing)
= rr'[(cosBcosB-sinBsin®) + j(cosBsinO+sinOcoss)|

En utilisant les formules d'addition trigonométegu (voir au chapitre 2-4)

(cosacosb-sinasinb) = cos@+b)
(cosasinb+sinacosb) =sin(a+b)

Il vient :
zz'=r.r'[cos@+6 ') j sin@+6'} oualors: z'=[r", 8']=[r.r", 8+ €]

Le produit de deux nombres complexes a pour mdeéubeoduit des modules et pour argument la
somme des arguments.

[r.6)[r.0]=[rr"6+6]

REMARQUE: La multiplication d'un nombre par j égaiit a une rotation de%7



Division de nombres complexes.

On montre que la division de deux nombres complexasz' (avec z' non nul) donne :

z_1n® =[l,e—e}
z |r,0 r

L'inversion d'un nombre complexe s'obtient en reght z par 1 dans la formule précédente.
P
z [r',e'] r

Puissances de nombres complexes.

Elévation au carré d'un nombre complexe :
Z =z.z=[r,6[r.6)=[r* 26

n

En généralisant ce résultat, on obtient la forna@léoivre : z
qui s'écrit aussi :

:[r”,nﬁ] pour n entier.

[r(cosB+isind)|" = r"(cosnd +isinne)

2-4 NOTATION EXPONENTIELLE.

En remarquant I'analogie de comportement entrfori@e trigonometrique d'un nombre
complexe et une fonction exponentielle, on adapieotation suivante cosd+ j sind= e’

La forme exponentielle d'un nombre complexe estdon=r.e'’
On retrouve les résultats précédents soit :

22=(re®)re®)= rre®®
SN = (reje)“ =" gl

Formules d'Euler.




Formules de trigonométrie.

La notation exponentielle, qui est simple a mésaripermet de retrouver les formules
d'addition trigonométriques en écrivant : (avet la gels)

e? el =gl (cosa+jsina)(cosb+ jsinb)=cos@+b)+ jsin@+b)
Soit: (cosacosb-sinasinb)+ j(sinacosb +sinbcosa) = cos@+b) + jsin(@+b)

En identifiant les parties réelles et les partieagdinaires, il vient :

(cosacosb-sinasinb) = cos@+b) (2.1)
(sinacosb +sinbcosa) = sin(@a+ b) (2-2)

Pour les deux autres formules, on écrit :

el e® =¢led)  (cosa+jsina)(cosb- jsinb)=cos@-b)+ jsin@-b)
Soit: (cosacosb +sinasin b) + j(sinacosb -sin bcosa) =cos@-b) +jsin@@-b)

En identifiant, il vient :

(cosacosb +sinasinb) = cos@-b) (2-3)
(sinacosb - sinbcosa) = sin(@a-b) (2-4)

Respectivement en additionnant (2-1) et (2-3)sarstrayant (2-1) et (2-3), et en additionnant (2-
2) et (2-4), on retrouve les formules transformanproduit en somme.

cosa cob = %[cos(a -b) +cos(a +8) (2-5)
sina sirbzé[cos(a- b)-cos(a + 1) (2-6
sina cosb:%[sin(a-b)+sin(a+b]) (2-7

2-5 RESOLUTION DES EQUATIONS DU SECOND DEGRE.

Le passage en complexes permet de factoriser yngook d'ordre quelconque en produit
de polynémes du premier ordre (voir § 3-1-1) eparticulier le trinbme du second degré (voir § 3-
1-2).



Considérons I'équation du second degré la pluérgén: ax* +bx+c=0
a, b et ¢ étant réels. Suivant le signe du discamiA = b* - 4ac, cette équation admet une, deux
ou aucune racine dans les réels. Ce dernier cékisse par I'équation x* +1=0
qui implique que x* = -1 et donc que :x = J/=1. un tel nombre n'existe pas dans I'ensemble des
réels, ce qui entraine que cette équation ne pegside solution. Par contre, le nombre complexe
j dont le carré est justement -1 est une solutiencette équation. De nombreux exemples de
factorisation dans les complexes sont traités 83.

2-6  TRACE D'UNE COURBE DANS LE PLAN COMPLEXE.

2-6-1 LIEU DE NYQUIST D'UN SYSTEME DU PREMIER ORDRE.

Ce probléme se rencontre en asservissements éofsqudésire tracer le lieu de Nyquist qui
est la représentation dans le plan complexe d&planse en fréquences d'un systeme donné. On se
propose de tracer le lieu de Nyquist d'un systemeredmier ordre dont la réponse en fréquence

o . . L . K
s'écrit, la variable étan positive ou nul H(jw) = T+ T w

H(jw) est une fonction complexe que I'on peut aussieecH(jw) = x + jy
Mettons la sous cette forme en multipliant le déimateur par son conjugué :

Hic) = K _  K@-Tje) _K(@-Tie)_ K . -KTa
IO T o™ T ToA-To (1+T?e?)  (1+T20?) J(1+T2w2)
R o . 4 K ]
En identifiant, on obtient :x = R H (jw)| _—(1+T2a12) >0 (2-8)
_ : _ —KTw i
ety—lm[H(Ja))]——(1+Tza)2)<0 (2-9)

Exprimons x en fonction de y :

2-1) = (1+T2(Joz):5 o T =RTX o p= (KX
X X X

en reportant dans (2-9) :

szxz—inK—xi (2-10)
x

En élevant (2-10) au carré, il vient :

y2 =x(K =x)=xK -x*=y? +x2-xK =0

2 2
En remarquant que : (x2 —xK): [x _gj _KT

K K2
On écrit finalement : [x _Ej +y? :T (2-12)



Cette équation est du tyde—x,)* +(y-y,)’ =r> qui est celle d'un cercle de rayon r et de centre
situé en :(X,,Y,)

Dans notre cas, il s'agit donc d'un cercle de rd§{/@n de centre situé en (K/2, 0) et limité au
quadrant x>0 et y<0.

Ce cercle est parcouru dans le sens horaire, pomdant au sens croissant des.

La courbe tend vers le point (0,0) lorsquest infini.( voir Fig.2-4)

Re
X
Fig.2-4.
2-6-2_LIEU DE NYQUIST D'UN SYSTEME DU SECOND ORDRE.
K

La réponse en fréquence d'un systéme du secore ©édrit : H(jw) =

K et z positifsw positif ou nul.

H est une fonction complexe dont le module eisi( jw)| =

et l'argument estArg(H(jw)) = -Arctg |7 —Arctg[%J
W

17 , o .
On pose usuellemenu:=— pulsation réduite et il vient :
n

K

V- + (220f

A(u) = et @)= —Arctg(lﬁzlljzj



L'argument (appelé phase en asservissementsgtuéié au § 1-4-2.

K
Etude du module: recherche d'un extremum : A(u) est de la foi|7ae
Vv

dAW) _ d (sz Ki[i}iiim
du dulvv) duldv) 2 s du

avec:v = (1— u2)2 +(2zu)’ toujours positif. Le signe d%z@ est le méme que celui %(V)
u u

d

E[(l— u2)2 + (22u)2] = —2(1— u2)2u + 222u.2z = 4u(222 1+ u2)

d \_
E(V)_

cette expression possede deux zéros :
*u=0 correspondant@=0 Iamplitude esfA(0) =K

* u=+/1-22z> maximum de I'amplitude existant lorsqu#& =% z< , 07

La pulsation correspondant & ce maximum s'appalkapon de résonanas, = w,v1- 27°
K

K
\/(1—1+ 222)2+(22W)2 i 221-2°

Finalement, H est une fonction complexe dont I'argat évolue de 0° a -180° pendant que le

La valeur du maximum esA(w,) =

. K .
module évolue de K a 0 en passant par un maxmei?a: siz<0,7.
27\1- 7

Pour z= 0,43 K =10 at,, =10 on obtient le traceé suivant :




Chapitre 3

POLYNOMES ET FRACTIONS
RATIONNELLES

«Oui ! il est possible d'initier I'enfant au
calcul mental au moyen de calculatrices
électroniques : deux calculatrices plus trois
calculatrices égal cing calculatrices.»

Philippe Geluck



3-1 POLYNOMES.

3-1-1 FACTORISATION.

Un polyndme est usuellement représenté par laitomassociée, ordonnée suivant les
puissances croissantes.

P(x) =a, +ax+a,x +.....+a X" +a X"
P(x) estici un polynédme de degré n, de la variablaplexe x.
* Les coefficients sont, pour ce qui nous conegrgels.
* Tout x, tel que p(x) = 0 est appedéro du polynéme.
Décomposition d'un polyndme.
soit le polynébme de degré n
P(x) =a, +ax+ax +....+a _x""+a X"

admettant r zéros réels et s couples de zéros esagptonjugués.

P(x) peut alors s'écrire d'une maniéere unispies sa forme factorisée :

P(x) =a, (x —x, ) (x = x, ). (x =x, ) [(x - zl)(x —z_l)][31 .......... [(x - zs)(x —z_s)]BS.

conséguence: une équation algébrique a coefficiérts P(x) = 0 admet, dans le cas le plus
géneral,

* des racines réelles, x,,...x, d'ordres respectife,,a,,.....,a
on dit qug, est un zéro 'ordrea,

* des couples de racines compledgsz, ) (z,.2,)....(z.,2.) d'ordres respectifs

La factorisation peut s'effectuer dans les réelgtéisant le fait que :

(=2} x~2,)=x~ (@ + ib,)Ix (- ib,)] = |(x -a)* + b/

P(x) =a, (x —x, )" (x = x,)...[x = x, ) [(x —a,) + bf]Bl .......... [(x -a ) +b?

Cette factorisation est également unique, maigghaait des termes du second ordre.
Exemple: considérons le polyndme du quatriéme oréhex) = X +3x* - 4

Les zéros réels sonk; =1, x, =-1 chacun d'ordre 1
Les zéros complexes sor, =2j = (a+ jb); z =-2j=(a- jb) conjugués.



La factorisation dans les complexes donne un ptatuiermes du premier ordre :

P(x)= (x - xl)(x - xz)(x -z)(x -E): (x -1)(x +1)(x - 2j)(x + 2j)

La factorisation dans les réels donne un produiedees du premier et du second ordre :
P(x) = (x -, )(x - X, )(x? +0?) = (x -1)(x +1)(x* + 4)

ATTENTION: la factorisation n'est possible que si le doefit du terme du plus haut degre est
égal a 1(ce qui était le cas ici). Dans le casramet il suffit de mettre ce coefficient lui-mérap
facteur.

3-1-2 UN POLYNOME PARTICULIER : LE TRINOME DU SE COND DEGRE.

Il est de la formdP(x) =aX +bx+c avec a,b et c réels
les zéros de P(x) sont les solutions de I'équdtiein= 0

La résolution est trés classique et dépend duidiBant A = b* —4ac. Il y a trois cas :

*casl: discriminant positif, deux racines réelles dist@sc
— + —_ —
A>0 X, = b—\/z’ X, = b—\/z
2a 2a

La factorisation donne : ( ne pas oublier le factu

P a[x+ b++/b? - zacj[H b-«/b;a— Zac}

2a

. . , -b
* cas 2: discriminant nul, une racine réelle doubleA =0 X = 2
a

2
La factorisation donne :P(x)= a(x +2£aj

* cas 3: discriminant négatif, deux racines complexes wgnges.
R L
A<0 Xlzu; )(2:)(l:b—J\/Z
2a 2a

La factorisation n'est plus possible dans les ré&giscomplexes on obtient :

P(x)= a[x+ b"'j“;:c'bz ](x+ b- J'\/A;C'bZJ




2z
wn
C’est un polyndme du second ordre en p (p étavari@able de Laplace) qui se rencontre souvent en
asservissements. Les coefficients sont tous réelssitifs pour ce qui nous concerne. On distingue
trois cas :

Exemple 1 : Considérons le trinbme suivantF(p) =1+ p+i2 p°
wn

pbiome= P 4z 2—1)

Cas 1 : Discriminant positif, deux racines réelles :

—22+2\/22—1
- _b+VA T w, N =z

1 2a z
CL)Z

n

-2z N7 -1
p :-b-\/Z: = % =20 - P -1

:" " 2a z
wZ

n

Le trinbme peut maintenant s'écrire :
F(p) :iz(p+zcon +w,V Z? —1Xp+zoon - Wz —1)
wl"l

On retrouve facilement I'expression d'origine de) e développant I'équation précédente.

On rencontre une autre forme de F(p) en asservesssmui permet de faire apparaitre les
grandeurs T1 et T2 qui ont un sens physique. Repeela forme factorisée de F(p) et
transformons-la de la maniére suivante :

F(p) = é[(zwn +) /22 _1{ (p,+ 7w, +w 7z —‘1)}(2(0n o7 _1{ (p;l- zW, —wn\/zz——\l)]]

(zoon +w N7 —1) (zwn ~w 7 —1)

n

= Fp)= é [(zwn +0,VZ° —1Xzoon -,z —1{1+ ¢ P ].[1+ (Z p )]]

26, +w V7 —1) w, —w 72 -1

En simplifiant, il vient :

_ , p . , p \
HP)= (H (zoon +w 72 —1)}(“ (zmn —w V7 —1)}




et finalement :

1 1
Fp) = (1+T1p)(1+T2p) avec: T, = (Z(.O o \/22 _1) :

Cette forme n'est valide que siz>1

Cas 2 : Discriminant nul, une racine double :

-2z
__b_ w, _ -
P=2a™ 2 7% T4
a)2

A . L 1
Le trinéme peut maintenant s'écrifg(p) = — (p+zw, )’ =—5 (p+w, )
A W,

n

Comme dans le cas 1, on veut faire apparaitre wine ®orme de F(p). Reprenons sa forme
factorisée et transformons-la de la maniere suévant

0= 2 b2 ool 5 oo 2]

n

finalement:

_ 2 |
F(p)=(1+Tpf avec: T= ()

Cas 3 : Discriminant négatif, deux racines complexes :
-2z 2jV1- z
-b+ i/ —
p, = b+ N-A _ @, Y =z + jw1-2
2a 2 “
w 2

n

-2z 2jN1-7
p _b-WoA &, “h =70 - jwN1-7

=" 2a z
0)2

n

Le trinbme peut maintenant s'écrire :

Hp) =%(p+zwn +anvl—z"‘)(p+zwn —jwl-zz)
wn

Encore une fois, on désire faire apparaitre unadatifférente de F(p) qui sera exploitée dans le
cours d'asservissements.



On pose : a=2zw, et bw 17 =w
1 : .
= F(p):?(p+a+1b)(p+a—1b))

Développons: F(p)=—(p’ +ap- jbp+ap+a - jab+ jbp+ jab+b?) = [(p+a)” +17]
o w

n n

Finalement: F(p) :é[(p"‘zwn)z + (wn\/ﬁﬂ

n

Exemple 2 : Détermination de la pulsation de coupw a 3dB d'un systeme du second ordre.

Nos avons vu en 2-6-2 que, pour un systeme du demraine, I'amplitude s'écrivait :
AW=——>

Ja-uf +(2z0f

Le gain en décibels est défini paAdB = 2Clog( A)

pour u = 0 (amplitude statique), A = K

K
V- + (220)

AdB = 20log(A (u)) = 20Iog{ = 20log(K) —10Iog[(1— w2 + (22u)2]

On se propose de déterminer la pulsation de coupB8dB, c'est a dire la pulsation pour laquelle le
signal est affaibli de 3dB par rapport a I'ampléwsdatique.

Amplitude statique : KdB = 20log(K)

Amplitude "limite" : AdBlim = KdB - 3dB = 20log(K) —3 = 20log(K) —10|og[(1— uwf + (2zu)2]
— 10logt-u?) +(2zuf|=3

= Jo-uef +(2zup|=10 = 2

= 1-2v®+u*+4zu%-2=0

= u*+(42%2-2u*-1=0

En posanu® = X, on obtient le trindme du second degré suivant :

X2+(4z2-2)X-1=0

A= 422" -1 +4= 4(424 -27°+ 2) qui est un trindme toujours positif car son déieant est
égal aA'= -9, ce qui signifie que les racines sont complexeétant réel, ce trinbme ne s'annule
jamais et reste positif.

Le premier trindme possede donc deux racines gelle



X, = 2- 472 + 2,1+ (1- 22°f o) T(l— -

2
X, = 2 - 472 —2\/21+(1— 222)2 _ (1_ 222)_ /1+(1_ 222)2

Racines de la forme :a++vJ1+a°> et a-+/1+ad?

En remarquant que\/.1+ a® >a Oa et sachant que I'on cherche une racine podifive X, la
racine est :

2%, = 2) 22
et finalement : W, = oon\/(l— 222)+ V1t (1‘ 222)2

3-2 FRACTIONS RATIONNELLES.

3-2-1 DEFINITIONS.

* On appelle fraction rationnelle tout couple DN de polyndmes noté:% D(x)#0

N(X) est le polyndme numérateur et D(x) est le pdiye dénominateur.

* On appelle pdle de cette fraction toute raced'équation D(x) = 0 c.a.d. tout zéro de
D(x).
+
Exemple: la fraction rationnelle N(x) __3+2x

= ossede un pole x = 0 d'ordre 2 et un pole x =
D(x) x2(x+1) P P P

-1 d'ordre 1
* Toute fraction rationnelle peut se décomposeéléments simples.

La décomposition dans les complexes donnera unigoedes éléments simples de premiere

R A - . N _
espece du typ?—n avec A : coefficient réel et: pole complexe d'ordre n de la fraction.
X _Xi)

La décomposition dans les réels donnera des élérmenples de premiere espéce et des éléments

simples de deuxieme espece du tyfe :AX ; B — avec: A et B coefficients réels et (a+jb) , (a-
(x+a) +b2]

jb) pbéles complexes conjugués d'ordre n.
La pratique de la transformation de Laplace impasmnnaissance des méthodes de décomposition

de fractions rationnelles en éléments simples.ften, ées fonctions de transfert des
servomeécanismes se présentent sous la forme diefiscationnelles en p.



3-2-2 PRATIQUE DE LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

La méthode est la suivante :

1) factorisation de D(x),
2) décomposition en somme de fractions rationgsglle
3) détermination des coefficients inconnus.

N(x) _ x> +1

Exemple. soit la fraction : 5
D(x) X°—x“—-4x+4

1) factorisation de D(x) : D(x) =x*-x*-4x+4=(x-D(x- A(x+ I
2) décomposition en éléments simples :

N(x) _ x> +1 __A B _C
D(x) (x-D(x-2)(x+2 (x=-39 (x-3 (x+32

REMARQUE 1 : dans le cas ou le pole est multiplerdie n, les puissances successives doivent
apparaitre dans la décomposition. Par exemple :

x> +1 A B C D
= + + +
(x-D(x-2° (x-) (x-3 (x-2* (x-2°

REMARQUE 2 : dans le cas ou le péle est complexdécomposition dans les réels fait apparaitre
un terme du second ordre dont le numérateur egtetuier ordre en x. Par exemple

x?+1 __A . B +Cx+D
(X=D(x=-2(x*+4) (x-) (x-3 (¥+9

3) détermination des coefficients inconnus :

Il S'agit ici de déterminer A, B et C. On peuliséir deux méthodes principales (1 et 2) et
deux méthodes annexes (3 et 4).

Méthode principale l(déconseillée, car souvent lourde)

On réduit au méme dénominateur.

N(x) _ x> +1 __A , B _C
D(x) (x-D(x=-2)(x+2 (x=-9 (x-2 (x+3

_A(x-2)(x+2)+B(x-1)(x +2)+ C(x -1)(x - 2) _ (A +B+C)x?+(B-3C)x +(2C-4A - 2B)

(x-1x-2)x+2) (x-1x-2)x+2)




On identifie ensuite les numérateurs.
(A+B+C)x*+(B-3C)x +(2C-4A -2B)=x2+1
et on identifie les coefficients, ce qui nous donnesysteme de trois équations a trois inconnues.

MA+B+C=1
(2B-3C=0
(32C-4A-2B=1

La résolution est simple et donne : A=-2/3 B=5/4 ; C=5/12

Méthode principale 2 :

Elle consiste a multiplier les deux membres paté@eominateur de la fraction dont on recherche le
coefficient et & annuler le terme.

(X-INX) - (x-9*+D)  _A(x-D)_ B(x-D)_ C(x-1)
D(x)  (x-D(x-2)(x+2) (x-1) (x-2) (x+2)

(x* +1) _A+B(x—1)+C(x—l)
(x-2)(x+2)  (x=2) (x+2)

on fait : x = 1, ce qui, les termes en B et ena@rgilant, nous donne immédiatement A = -2/3
Méme opération pour B :

(x-2)N(X) _  (x-2)(x®+1) _A(x-2)  B(x-2)  C(x-2)
D(X)  (x-D(x-2)(x+2) (x-1) (x-2) (x+2)
(x* +1) _B+A(x—2)+C(x—2)

(x+2)(x=1 (x=1)  (x+2)

on fait x = 2, et on obtient B = 5/4

Méme opération pour C :

(X+2NC) _ (x+2(*+D)  _A(x+2)  B(x+2)  C(x+2)
D(x)  (x-D(x-2(x+2) (x-1) (x-2) (x+2)

(x*+1) —c+ A(x+2)  B(x+2)

(x=2)(x-1) (x=2)  (x-2)

on fait x = -2, et on obtient C = 5/12



Méthode annexe 3(efficace mais délicate) Elle ne permet pas, erégdnde déterminer tous les
coefficients.

On fait tendre x vers l'infini apres multiplicatipar I'un des dénominateurs de la décomposition

(x=INC) _ (x-DeE+Y) (4D _A(x-D , B(x-D), C(x-1)
" D(X) (x-D(x-2(x+2) (x*-4) (x-) (x-2) (x+2)

On trouve A+B+C = 1, équation que l'on aurait tréenégalement en choisissant un autre
dénominateur

Méthode annexe 4Elle permet de déterminer un terme.

On donne une valeur numérigue a x. Par exempleaissant A et B, et choisissant x = 1
j'obtiens une équation a une inconnue C.

3-2-3 EXEMPLES.

Tous les exemples développés dans ce chapitretsdilisés ultérieurement et sont liés a la
transformation de Laplace (voir 85). C'est la mipour laquelle la variable utilisée ne sera plus x
mais p, variable de Laplace.

3-2-3-1 Exemple 1: DécomposerF(p) =—————
p(1+Tp)

Décomposition en éléments simplesF(p)=———=—+

Recherche des coefficients : On applique la métiRode

p 1 __Ap, Bp _,, Bp

F = = =
PRP) = ) @+Tp) p (1+Tp) 1+Tp)

—

En posant p = 0, il vient immédiatement : A= 1

A+ Tp)E(p) = —1P__1_ AQL+Tp) , B{L+Tp) _ o, A{1+Tp)
p+Tp) p p (1+Tp) D
En posant p = -1/T, on trouve B = -T
1 1 T
Finalement: F(p)=———==-
p+Tp) p (1+Tp)




1
p?(1+Tp)
1 A B C
=—+

Décomposition en éléments simplesEF(p) =———= —+
p’@+Tp) p p° (1+Tp)

3-2-3-2 Exemple 2 : DécomposerF(p) =

Recherche des coefficients : On applique la métiRaoleur B et C.

Cp°
(1+Tp)

p’+Tp) @+Tp) p p*° (+7Tp)

2 2 2 2
P°F(p) = — L A, Bo, CF _ap+B+

Enposantp=0,ilvient:B=1

@+ TpIFp) =L TP - L _ALTP), Bl Tp), ClU+To) _ AQ+Tp) , BL+Tp),

. C
p’L+Tp) p p p (1+Tp) p p

En posant p = -1/T, on trou@=T?
Pour déterminer A, la méthode 2 étant inadaptéetibse la méthode 3 ou 4.

Méthode 3 : on multiplie par p et on fait tendregps I'infini.

p 1 Ap Bp Cp B Cp
PF(p) = = =+t =A+—+
p’@+Tp) pl+Tp) p p° ([@+Tp)  p (1+Tp)
. 1 . B . Cp . C C
lim —— [=0; Ilim_ __|—|=0 lim_ . =lim, |—|==
"*‘{D(HTD)} P [pj > [(1+Tp)] Pl | T
Y
ce qui nous donne I'équation : 0 =A+0+ C/T
on connait C, et on trouve A =-T
Finalement:
1 1 T2 T
Fp) ==+ -—
P’A+Tp) p° ([1+Tp) p
1
3-2-3-3 Exemple 3: DécomposerF(p) =————
p p (p) o(L+ Tp)?
Décomposition en éléments simples F(p) = ! A B + C

pA+Tp) p  (+Tp) @+Tpf

Recherche des coefficients : On applique la métiRaoleur A et C.



p 1 _Ap

pA+Tp)®> (1+Tp) T

Bb , Cp _,, Bp , Cp

T@eT) @rTpP  @+Tp) (+Tp)

pF(p) =

Enposantp=0,ilvient:A=1

@+ TpyFp) =Lt TS 1 Al+Tpf BA+Tpf  Cl+To) _ AQ+TOF gy, 7). c

pA+Tp)’ p P @+Tp) [+ Tp)’ p
En posant p = -1/T, on trouve C = -T
Pour déterminer B (impossible par la méthode 2tdise la méthode 3 ou 4.
Méthode 3 : on multiplie par p et on fait tendregps I'infini.

0F(p) = p __ 1 _Ap, Bp . Cp “A+ B . ©Cp

pL+Tp)> (1+Tpf p (1+Tp) (L+Tp) (1+Tp) (1+Tpy

. 1 ). Bp j_. B |. B . ( Cp J_
im, .| ———|=0; Ilm, _ |+——|=lim, |———|== lim,_ . =0
Ay @t EE

Y
ce qui nous donne I'équation : 0 = A+B/T + 0

on connait A, et on trouve B = -AT =-T

_ B 1 _1 T T
Finalement: F(p) = 27 - 2
pA+Tp)’ p (1+Tp) (1+Tp)
3-2-3-4 Exemple 4 : DécomposerF(p) = R
' p*(1+Tp)?
Décomposition en éléments simples F(p) -1 =A+Ez = * -

+
p’A+Tp)* p p° (@+Tp) (1+Tp)

Recherche des coefficients : On applique la métiRaoleur B et D.

Fp=_ P - 1 _Ap° . Bp", Cp , Dpf
pP’A+Tp)® @+Tpf p p° @+Tp) (1+Tp)
:Ap+B+ sz + Dp22
(1+Tp) (1+7Tp)

Enposantp=0,ilvient:B=1



ooy = BETO) L1 _AGTH) | seTo} | e To}, 0T
P2+Tp)? p? P p? (1+Tp)  (1+Tpy
2 2
= A(1+pr) + B(l;;l’p) +C(1+Tp)+D

En posant p = -1/T, on trou@ = T?
Pour déterminer A et C (impossible par la méthode utilise la méthode 3 ou 4.

Méthode 3 : on multiplie par p et on fait tendregps I'infini.

P 1 _Ap.Bp, Cp ., Dp

p2A+Tp)? pl+Tpf p  p° @+Tp) @+Tpf

pF(p) =

:A+E+ Cp_, Dp

p @L+Tp) (1+Tpy

Iimpm[;zJ =0; Iimpm[Ej =0
p{L+Tp) p

()

ce qui nous donne I'équation a deux inconnues A+=0 + C/T + 0
Il nous faut une autre équation pour déterminet & eméthode 4.

O
-0

im, | ey i =l

On pose p=1 par exemple.

F)=—> _=A+B+ =+ D

- 1+T)? @+T) (@+T)

1 g C D
(1+T)? @+T) (@+T)

En réduisant au méme dénominateur et en donnantaéeur a B et D :

A=l B(L+T)*-C{1+T)-D _1-(1+T) -C{1+T)-T?
L+T)* (1+TY

_1-1-2T-T?2-C-CT-T? _ 2T+2T*-C-CT

A 1+T)? (1+T)




On obtient une deuxiéme équation qui nous donsgd®&me suivant.

(A =-2T -2T?+C+CT

—a+C
QD—A+T

En sortant C de (2), on obtient C = -AT

En plongeant ce résultat dans (1), on écrit :

A@Q+T) =-2T-2T2+AT+AT? = A(L+Tf -AT-AT?=-2T-2T?
Apres division des deux membres par (1+T), il vient

A=-2T etC=-AT =2T?

Finalement:

R DY TR 212 T
pPA+Tp)>  p p° ([+Tp) (+Tp)

1
(1+T,p)(1+T,p)

3-2-3-5 Exemple 5: DécomposerF (p) =

Décomposition en éléments simplesg: () = T p)1(1+ —h (1+6|' = (1+|§>_ N
1 1 2

Recherche des coefficients : On applique la métRRaoleur A et B.

L TpFp) =— o+ _ 1 _AQ+TP) BA+TP) _,  BA+Tp)
@TPA+TP) [@+Tp)  @+Tp)  @+TP) )
e T
En posantp = T il vient : A= Tor
T oFE) = QTP 1 _AQ+Tp) BA+TH) AT,

W+TP)A+T,p) (1+Tp) @+Tp) (@+T,p)  @A+Tp)

F(p) s'écrit donc :

1 1 T, T,
F(p) = = { - }
@+Tp)2+Tp) T,-T,| @+Tp) @+T,p)




1
p(1+T,p)(1+T,p)

1 A B C

3-2-3-6 Exemple 6 : DécomposerF(p) =

Décomposition en éléments simplesF = =+ +
P PlesE(P) = S Ty Tp) ~ p (T Tp) | (T T,p)

Recherche des coefficients : On applique la méti2gaeur A, B et C.

_ p _ 1 _ Bp Cp
F(p) = = = A+ +
PE(P) = S+ Ty @ p) - @ T op) (1 Tp) T (B Tp)

Enposantp=0,ilvient:A=1

+Tp) 1 _A@+Tp) o, CO+Tp)

1+ T, p)F(p) = -
PR = T+ e P T P 1+T,p)

2

En posant p -t on trouve :B = L

L T,-T
(1+T2 p)F(p) - (1+T2p) - 1 - A(1+T2p) + B(1+ T2p) +C
PL+TP+T,P) p{L+Tp)  p @+ T.p)
_ T2
n—__ C= 2
En posant p= T on trouve :C T-T

F(p) s'écrit maintenant :

2 2
o)=Lt { T2 T, }
p T,-T[Q+Tp) @A+T,p)

1
3-2-3-7 Exemple 7 : DécomposerF(p) =
p*(1+T,p)(1+T,p)
Décomposition en éléments simples :
1 _A B C D

F = =—+—+ +
TG 5 [ A RO G O I G )
Recherche des coefficients : On applique la métizgaeur B, C et D.

> = L =Ap+B+ Cp’ + Dp’
P’ (1+T,p)(1+T,p) (1+Tp)(1+Tp) (I+T,p) (1+T,p)

p’F(p) =



Enposantp=0,ilvient:B=1

(1+T p)F(p) - (1+T1p) —_ 1 — A(1+Tlp) + B(1+Tlp) +C+ D(1+T1p)
1
P’ A+TP)(A+T,p) p°(L+T,p) p p’ (L+T,p)
-1 T? T’
En posant p=— ontrouve :.C=—2_—-=—1
P P Tl 1_L Tl_Tz
T
(1+ T2 p)F(p) - (1+T2p) - 1 - A(1+T2p) + B(1+T2p) + C(1+T2p) + D
pP’A+T,p)A+T,p) p*(1+T.p) p p? L+ T,p)
— T3
“__ ‘N = 2
En posant p = T on trouve : D T-T

Pour déterminer A, on utilise la méthode 3 en mli#nt F(p) par p et en faisant tendre p vers
I'infini.

P = 1 :A+E+ Cp + Dp
p’(1+T,p)(1+T,p) PQ+T,p)(1+Tp) p (1+Tp) (+T,p)

pF(p) =

. 1 . B
lim =0; lim_ _|—1|=0
P p(1+T1p)(1+T2p)J " (p)

el@Te)) (1”) T, el@Te)) (1”) T,
1 2
p

. . o : cC D
ce qui nous donne I'équation a une inconnie A+?+?
1 2

En donnant leurs valeursa C et D :

_T12 + Tz2 _(T1+T2)(T2_T1)_

ASTT Y T-T, T -y (et

F(p) s'écrit maintenant :

1 (T +T T2 1 T2 1
F(p) = 2)+T—1T ToTp) T oT @ T
P P 1 2( + 1p) 2 1( + 2p)

1

v
W

n

3-2-3-8 Exemple 8 : DécomposerF(p) =




En mettant F(p) sous une forme différente :

1 w,”
F(p) = e
p(1+22p+ 1 pJ p(oon +2200np+p)

, w’

n n

on fait apparaitre I'expressic(«mn2 +2zw p+ pz). C'est un trinbme du second degré possédant deux

racines complexes conjuguées ( Nous avons vu ailr8 8as 1 & 2 que, dans le cas ou il posséde
des racines réelles, le dénominateur de F(p) ssoustune autre forme.), que I'on peut réécrire :

((onz+22(&),1p+p2):(p+a)2+(b)2 avec: a=zw, ; b=w~1-7

(1)2

F(p) s'écrit maintenant : F(p) = h

p[(p +z0, ) + (wn 1-27° ﬂ

Décomposition en éléments simples :

W, _A, Bp+C

p[(p+zco (\/ﬁﬂ (p+ 20, + o 127

F(p) =

Recherche des coefficients : On applique la métiRaoleur A, B et C.

2

& p(Bp+C)

pF(p)=[(p+zwn)2+“(wn mﬂ :A+(p+zwn)2+(°°n JE)Z

En posantp =0, il vient : A=1

[(D’fzw (\/F)Z}F(p)— = [(pﬂw (HH+BD+C

P

En posant p=-zw, — jw,v1-2z> ( qui est racine du polynéme voir § 3-1-2 ca8 Jrouve
I'équation complexe :

2

“n :B(—zoon —joonx/l—zz)+C

- Zw, —joon«/l—z2
= oonz - K— Bzw, - chon«/ﬁ)+ CJ(— 7w, _jwnﬁ)
= [Bzz(,on2 _BwnZ(l_Zz)_Czwn]_l_ JIZBZ(DnZ«/E—Cwn\/EJ




En identifiant parties réelles et parties imagiesijil vient deux équations réelles :

w’=Bz%w,’ - B(onz(l—zz)—Czwn}

0=2Bzw, ‘V1-z* -Cw,V1-7°

W’ = Boo,f(Zz2 —1)—Czcon}
=

0=2Bzw, -C
OnendéduitC=2zBa«, ; B=-1 = C=-2z«,

F(p) s'écrit maintenant :

-p-2zw,

(p+zw, ) ( \/ﬁ)z

Fp) ==+

1 _ W’

n

3-2-3-9 Exemple 9 : DécomposerF(p) = - N
p p (p) , ( . j pz(wn2+22wnp+p2)

1+—p+ 5P

n n

On modifie le dénominateur comme dans I'exempledatént. F(p) s'écrit :

(1)2

p[(puw (ﬂﬂ

F(p) =

Décomposition en éléments simples :

W’ _A,B Cp+D

p[(p+zw P+ o ﬂﬂ +P+Z°° +oi-2

F(p) =

Recherche des coefficients : On applique la métizgaeur B, C et D.

2
@, _Ap+B+__ P(Cp*D)

vt elocid]] b

p*F(p) =

En posantp =0, il vient: B=1

[(pﬂw (‘/ﬁﬂF(m— = [(pﬂw (Hﬂ {pﬂw ( Jlizﬂﬂ:pw

p p




En posant p=-zw, — jw,v1-2> on trouve I'équation complexe :

W’ ( .
n =Cl-zw, —j(x)n\/1—22)+ D
(— Zw, —ju)nx/l—zz)2

= wS’= [(— Czw, - ijnV1—22)+ D](— Zw, - ju,V1- 22)2
- W’ = [(— Czw, - jCw,V1-2 )+ D](zzoon2 —w, [1-2%)+ 2jzwnz\/1—zz)2

o w2 =-Cz*(22° 1)+ Dw, (22 ~1)- jCw, V1 22 (222 1) - 2jc 20, V1~ 22
+2jDzw, V1-2% +2Czw,(1-22)

En identifiant parties réelles et parties imagiesiil vient deux équations réelles :

w,? = —Czw, (222 1)+ D, 2(22% ~1) + 2Cz00,°(1- 2?) }

0=+2Dz0,’\1- 2% - Cw,*V1- 22 (227 ~1) - 222w, *\1- 22

w,” = Cz0,%(3- 422)+ Dw, (222 -1)
0=+2Dz - Cuw, (22% -1)- 2CZ%w,

1= Czw, (3- 422)+ D(22% -1)
0=+2Dz-Cuw, (422 —1)

La seconde équation nous donne :

_Cw

D="" (az2 1)

En plongeant ceci dans la premiére équation, on a :

Cun (

4z ~1)(222 -1)=1

Czw, (3— 422)+

L oces 1 _ 27

zw, (3— 422)+ W, (422 _1)(222 _1) 27°Ww, (3— 4Zz)+ w, (822 -6z +1)
2z

_ 22 _ 22
67w, -82'w, + &'w, - @’w, +w, W,




2"‘21“ (422 -1) = (a2 1)

On en déduit

Pour déterminer A, on utilise la méthode 3 en mli#nt F(p) par p et en faisant tendre p vers
I'infini.

_ W, _,.B p(Cp+D)
pF(p) = A+—+
p[(p+zw ( V1-z )1 (p+20,) ( V1- Z)Z
c+P
im p(Cp+D) im [ p(Cp+D) j_“m p c
. (p+zw, )? ( V1- z)2 o + 2z00,p+ .’ ’ (1_'_ 22wn+wn2J
p P

Iimpm(gj =0lim,__, pFp) =0

ce qui nous donne I'équation a une inconnie A+C

On en déduitA=-C = —jz

n

F(p) s'écrit finalement :

2z
—p+(4zz—1)
F(p) =—— ey :

o0 7 ) iz

N

W’ J1+Tp)

3-2-3-10 Exemple 10 : DécomposeF(p) = (p2

Décomposition en éléments simples :

W A + Bp+C

Fp) = [P+ JirTp) @+Tp) (0F +o?)

Recherche des coefficients : On applique la méti2aaleur A, B et C

@ _,,(Bp+C)L+Tp)
) AT o)

(1+ TD)F(p) = (pz P



En posantp :%1 , il vient :A =

(2 + o2 )F(p) = ( oA +(*)2)+ Bp+C

1+Tp) - (1+ Tp)
En posant p= j& on trouve I'équation complexe :

A
L+ Tjw)

=Bjw+C
w=(Bjw+C)(1+ Tjw) = C-BTw? + j(Bw+ CTw)
En identifiant parties réelles et parties imagiesiil vient deux équations réelles :

w=C-BTw’
0=Bw+CTw

La seconde équation nous donne :
B=-CT

En plongeant ceci dans la premiere équation, on a :

w=C+CT%" = Cll+ T?w? J»C = ——
[+ T%?)
-wT
B=-CT=
il+ T2w2 j
F(p) s'écrit finalement :
w T’ 1 w 1-T
Fp) = = + P

P+ J1+Tp) [1+T%?)(+Tp) (1+T%?)(p? +?)




Chapitre 4

EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
LINEAIRES



4-1 PRESENTATION

Un grand nombre de systemes physiques releventaimportement modélisable par une
(ou des) équation(s) différentielle(s). De fait,dascription de la loi entrée/sortie des systemes
mécaniques, électriques ou hydrauliqgues rencomnéasservissement fera souvent appel a une
équation différentielle. Cette derniére se présanseus une forme particuliere, dite : « Equation
différentielle linéaire a coefficients constantsbes hypothéses nécessaires a I'obtention d'une
éguation linéaire seront examinées dans le coassafvissement.

La forme la plus générale est la suivante :

d"s(t d"s(t ds(t dMe(t d™e(t de(t
an—df(n)+an_l dtf(_l)+ ----- +a, S()+a s(t) =h, dt§)+hn_1 dtm_(l) o ()+bo-e(t)
Avec: e(t) fonction d'entée

s(t) fonction de sortie

*  La variable est le temps : en effet, on désit@ns la plupart des cas, contrdler I'évolution
temporelle d'une grandeur.

* Les a sont des coefficients constants, car combinaisengrandeurs telles que : longueur,
masse, résistance, coeff. de frottement, etc.

* Cette équation ne posséde pas de termdartnselle est dite "homogéene" et elle représente
I'évolution de la grandeur de sortie autour d'umntpal'équilibre. Il est toujours possible de
transformer une équation non homogéne en équatiorofgene en effectuant un changement de
variable (voir "Mouvement libre" page suivante).

*  La fonction d'entrée apparait le plus souvamnis une forme non dérivée. L'équation devient
alors :

ds(t), o d™s(t) ds(t)

aTI dtn -1 dt n-1 Fo + + a‘O S(t) e(t) (4 _1)

(Equation d'ordre n)

La représentation schématique du systeme est :

entrée e(t) sortie s(t)

» SYSTEME >

fig. 4-1

On remarquera que I'on ne peut pas exprimer diregiela sortie en fonction de I'entrée, c.a.d. que,
pour l'instant, nous ne pouvons rien écrire de rgee "SYSTEME" dans le rectangle.



La résolution des équations différentielles linésia coefficients constants repose sur le
principe de base suivant :

La solution de I'équation est la somme de deuxrittions :

* Une solution sans second membre, corresponulaygiquement a un régime transitoire,
appelée aussi réponse librg(t)set qui doit satisfaire aux conditions initial€n cherchera donc la

solution de :

d's(t), . dUisr), | ds(t)

..... +a,——+a,.s(t)=0 4-2
an dtn -1 dt n-1 al dt aO S( ) ( )

* Une solution particuliere avec second membogiespondant physiqguement a un régime
permanent, appelée aussi reponse forcge).. ©n cherchera donc UNE solution de :

d's) ,, dUSn L ds()

dt n -1 dt n-1 dt + a'O' S(t) = e(t) (4 - 1)

Mouvement libre : c'est le cas de l'essai de ladhere masse M accrochée a un ressort vertical :
I'équation est de la forme :

\ X, ¢ ()

dt? dt
en effectuant un changement de variable, on dbtidans le nouveau repere

+k.x(t)=Mg Equation non homogene.

2
M dd)t(gt) +f d);(tt) +k.x(t)=0 Equation homogéne.

Les deux premiers termes de cette équation déctrigecomportement dynamique de I'ensemble
puisqu'ils sont proportionnels respectivement écération et a la vitesse. Lorsque la masse est
immobile, ils sont nuls et le troisieme terme dobien x(t) = O.

Lors du lacher, on observe un mouvement oscillatmorti autour de la position de repos x = 0.

Dans le cas ou le ressort est soumis a une safianit entretenue (un autre ressort qui oscille par
exemple), il faudra ajouter a la réponse libre @mme permanent qui est de méme nature que la
sollicitation.

REMARQUE: Le parallélisme entre réponse libre et régirapditoire d'une part et entre réponse
forcée et régime permanent d'autre part n'estquasatfait rigoureux : En effet, les mathématiciens
montrent que la réponse est la SOMME des réporises dt forcée, alors que les mécaniciens
considérent que la réponse est la SUCCESSION dgime transitoire puis d'un régime
permanent. Ceci se justifie par le fait que la rigeolibre, qui comme nous l'avons dit tend vers
zéro lorsque t tend vers l'infini, n'‘est plus petide (ou mesurable) au bout d'un certain temps.
(alors gue mathématiquement parlant, elle existere). D'ou I'appellation de "transitoire".




4-2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

4-2-1 METHODE DE RESOLUTION

L'équation est de la forme :

A0 | Boit) = ce(t)
dt
On mettra cette équation sous une autre formedqyales "parlante”, avecT= A/IB e K= C/B

réels et positifs.

L ds(t)
dt

+s(t) = Ke(t) (4-3)

En effet, les constantes K et T ont une signifaaphysique, gain et constante de temps en
I'occurrence, ce qui n'est pas le cas de A, B et C.

Nous avons vu que la solution est la somme de dentxibutions :

* Une solution sans second membre, appelée gsise libre :|§).
* Une solution particuliere avec second membppgetee aussi réponse forcég(t)s

4-2-1-1 Solution sans second membre.

a5 , ) = i
T s =0 (4-4)

L’équation (4-4) décrit le comportement du systéamesé a lui-méme. (pas de sollicitation en
entrée). Elle est dite "a variables séparables'eftat,

(4-4 o) ot
s(t) T

En intégrant, il vient :

“t e -t -t
T S
— s(t)=eT =eT.e& =AeT

te

-t
logs(t)=—+c

gs(t) T
La constant@ est déterminée par les conditions initiales. Qut pemarquer que I'exponentielle va

tendre vers zéro, ce qui correspond bien a unensépiwansitoire.

-t

= s()=AeT



4-2-1-2 Solution avec second membre.

7O 4 51)= Ke(t) (4-3)

Cette équation décrit le comportement du systémammsoa une entrée e(t). On recherchera une
solution particuliere de (4-3), de la méme forme tentrée e(t).

= s (t) = K.e(t)

REMARQUE

Dans le cas ou le second membre contient un teom&tant, I'équation (4-3) devient :

d:j(t) +5(t) = Ke(t) + @

L'équation n'est plus homogéne. On effectue ungdgraent de variable :

ds,(t) _ ds(t)
dt dt

s(t)=s(t)-a

en réécrivant I'équation, on a :
T 150 = ke

ce qui nous ramene a la forme (4-3)s,(t) = K.e(t) = s (t) =K.e(t)+a

4-2-1-3 Solution compléte.

Elle est la somme des réponses transitoire et pembe. s(t) =t) + g(t)

-t

s(t) = A.eT +K.e(t)

4-2-2 EXEMPLES :

4-2-2-1 Systeme soumis a une entrée échelon.
L'entrée échelor'écrit:  €(t) = E, Ot>0 ; e(t)=0 Ot<0

L'équation (4 -3) devient alors: Td“(t)

+5(t) = KE, (3-5

Réponse forcée, solution particuliére : on pre(t)l =scte =a



En remplacant dar(4-5) = s(({t)=KE,=a

La solution complete est:s(t) =s (t) +5(t) = )I.e%t +K.E,
En tenant compte des conditions initiales (systpar&ant du repos, dans le cas courant) :
s(0)=0 = A=-K.E,

Finalement:

s(t) = K.Eo(l—e_TtJ

4-2-2-2 Systéme soumis a une entrée rampe

La rampe 'écrit: e(t) =a.t Ot>0 ; e(t)=0 [Ot<O0
. . . _ ds(t)

L'équation (4-3) s'écritalors. T gt +s(t) =K.a.T -6

Réponse forcée, solution particuliére :

Onprend: s(t)=a.t+p8 % =

en remplacant s(t) dans I'équation (4-6) :

at+p+adl =K.at = a=K.a et p=-K.aT

La solution particuliere estalc s (t) = K.a.t-K.a.T =K. a(t T)
La solution compléte est:  s@) (t)+s (t) =K.a(t ). eT

En tenant compte des conditions initiales (systpar&ant du repos) :

(0)=0 = A=K.aT

-t
Finalement: s(t) = Ka[t -T+TeT J

4-2-2-3. Systéme soumis a une entrée harmonique.

L'entrée harmonique s'écrite(t) = E, sinat Ot>0 ; e(t)=0 Ot<0

L'équation (4 -3) s'écrit alors: “(t) +5(t) = K.E, sinat -B



Méthode 1 :
Réponse forcée, solution particuliere :  On chemune solution de (4-7) sous la forme :

as(t)

s(t) = S sin(at + ¢) o

= §wcos(u + @)

En injectant dans (4-7),ona:  TS,acos(at + ¢) + S, sin(at + ¢) = KE, sinat
Posons (wt+¢) =0=>wt =—¢

puis: (wt+q@) :g:oot = (E— j

2
=  TSw=kE,sinat = -kE, sing (4-8)
et S =KE,sinat = kE, cosp (4-9)
. TaS
4-8 = sing=-—2
(4-8) s
S
4-9 co
(4-9) = * g,

= tgp=-Tw = @=—arctg(Tw)
En élevant (4-8) et (4-9) au carré et en les amlditnt, il vient :

S’ (1+T?w?) = k?Ey (sin® at + cod at )
KE,

Solution générale = solution forcée + solutiondibr

= S =

-t
s(t) = L“sin(wt + @)+ e’

V1+T @

En appliquant les conditions initiales a la solntggEnérale :

st)y=0 = Lsin(oﬁlzo
V1+ T2
L = KEssing_ KETa avec: sing=——2l

V14T T

-t

7
s(t) =—FE0 | sin(t + g +—2T€

Finalement: N1+ T2 N1+ T2

Avec: 0= —arctg(Toa)




Méthode 2

On cherche la solution permanente sous la mémeefque précédemment
s(t) = Sy sin(at + ¢), en utilisant la notation exponentielle complex®if § 2-4 ).

sin(wt + @) = Im(e“’”“’)

On écrira donc :
an=se@ = EO g

En remplagant, dans (4-7),
jaTS,e“ 9 +gel“*? =kE e =  jaTSe“e*+Se'“e* =kE e

KE,
1+ | Tw

(1+ jaT)Se =kE, =  Se’= équation complexe

En égalant les modules, on a:

KE,

et en égalant les arguments, on trouve ;

S(t) - Soej(wtﬂp)
ds(t) _ el
dt

Solution générale= Solution libre + solution forcée

-t
s(t) = Lsin(wt + @)+ e’

On détermine de la méme maniéere que dans le cas précédemadgnfient :

-t

KE, wle™

S(t) = ——=0__| sin(et + @) + S
N1+ T2 V1+ T2

Avec: Q= —arctg(Too)




REMARQUE IMPORTANTE :

Lors de I'étude de la réponse harmonique d'unmsgsen asservissement, on fera I'nypothése que la
fonction entrée est appliquée depuis un tempsssuffiment long pour que le régime transitoire ait
disparu. Seule la réponse permanente nous intéagmseet le calcul précédent est simplifié. Le
résultat "utile” se présentera sous la forme suevan

s(t) =, (1) = %(sm(wt +q)

S k. il
avec — =————— Rapportd'amplitude
E, V1+T%w
et: @=-arctgTw): Déphasage.

Nous aurons l'occasion de reparler abondammemajgort d'amplitude et du déphasage
dans le cours d'asservissements.

4-3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

4-3-1 GENERALITES

La mise en équation d'un grand nombre de systér@eaniques aboutit a une équation de la
forme :

d’s(t) | ds(t) _
A e +B o +Cs(t) = De(t)

On la mettra sous la forme suivante, qui est phaslante"” :

1 d?s(t) | 2z ds(t)
Wl d? @ dt

n

+5(t) = K.e(t) (4-10)

D /C B , ” .
avec: =— w. = .|— 2= —— réels et positifs pour ce qui nous coneer
C h A 2+ AC P P 9

En effet, les constantes Ky, , et z ont une signification physique, respectigatrgain, pulsation
propre non amortie et facteur d'amortissementuce'gst pas le cas de A, B, C et D.

REMARQUE 1 : Il existe d'autres notations pour le facteur ddissement, en particulier "'m" et
"&". Cette derniere est utilisée lorsque I'on étleeasservissements échantillonnés, car z
représente alors une variable.




REMARQUE 2 : dans certains cas I'équation se raméne a urigarerdre : en effet, I'équation

2
Td S(t) +dS(t) _
dt? dt
rencontre souvent en asservissements.

Ke(t) Correspond a un systeme du second ordre avemigggation que I'on

ds(t)

On pose alors f (t) = p

L'équation se réécrit: T ar (1)

+ f (1) = Ke(t)

qui est une équation du premier ordre dont la Eolugst : f (t) = AeT + Ke(t)

On obtient finalement s(t) en intégrant f(t). s(t) :If(t).dt

4-3-2 METHODE DE RESOLUTION

Nous savons que la solution est la somme de deuxilmations :

* Une solution sans second membre, appelée gésise libre :|€).
* Une solution particuliére avec second membppgetee aussi réponse forcég(t)s

4-3-2-1 Solution sans second membre.

1 d?s(t) | 2z ds(t) _
w0l d +Zn gt +s(t) =0 (4-11)

L’équation (4-11) décrit le comportement du systdaissé a lui-méme. (pas de sollicitation en
entrée). On va chercher une solution de la fors{e) = "

d”s(t)

Les dérivées sont: IV = g et > =r%"
dt dt
En reportant dans (4-11) :
2 2
(r_2+2+1]e”:0 :>r_2+2+1:0
W, 0w, W, W,
=  r?’+2zwr+w’=0 (4-12)

(4-12) est un trinbme du second degré en r payueleil existe trois cas suivant le signe du
déterminantA = 4w,* (22 -1)



a) 1cas A>0 - z>1

Il existe deux racines réelles et négatives

—_— 2_
_ 27w, +2w,Z 1:—a)n(z—\/zz——1)

r =
2
[, = 222" 2260 -1, =-w,(z+VZ -1)

Les fonctions : €™ et €7 sont toutes les deux intégrales particuliéres &gudition sans second
membre (4-11). L'intégrale générale s'écrit commeaombinaison linéaire de ces deux solutions :

s(t)=A,e" +1,e?  aved, etl, constantes définies pacdeslitions initiales.

On peut remarquer que les exponentielles vont éewelrs zéro (car les racines sont négatives), ce
qui correspond bien a une réponse transitoire.

En asservissements, on pose de préférence :

= S I

o owlz-vz*-1 Lo owlz+vz®-1

Ce qui revient a écrire I'équation (4-10) de la im@nsuivante :

T.T d” s (T +T. )ds(t) +s(t)=0  ATTENTION! cette forme n'est valide quezstl
2 d2

Finalement:

-t ;t

§()=Ae™ +1,e"

by 2°cass. A=0 - z=1

Il existe une racine double réelle et négative

r=-ze, =@, = S(tF e

La fonction s(t) est intégrale particuliére de @-1on cherche l'intégrale générale sous la farme
s(t)=€"f (1) avec: f(t) fonction inconnue

dSEt) rertf (t) + enf (t) e (rf (t) +f' (t))

IO o (1) + rert (1) + et (1) + et (1) =€ (12 (1) + 261 (1) +1(1)



En reportant dans (4-11) et en multipliant les dexexnbres patw,”:

'[P ) +2rt () + () 2200, (0 +1 (1) + 0, T (0] = 0
= &2+ 2210, + ) (1) + (2r + 2200, ) () + £ ()] = 0
or: (P+2zr, +0%)=0 et (2r+2z00,)=0
= €f't)=0 = f"(t)=0 = f(t)=At+A,

La solution est de la forme : s(t)=€e"(A\t+A,)=e (At +A,)

En posant, de la méme maniére que dans le cagdprécéT = -1/r , on obtient finalement :

-t

s = e?()\lt +)\2)

c) 3*™cas z<1 o A<O

Il existe deux racines complexes conjuguées :
r=-w,\z- j\/1—22): (a+jb)

r, =—, z+j\/1—22): (a-jb)

avec a=-zw,b= wnx/ﬁ

La solution est de la forme :

s(t)=Ae" +A,e7 = A e® P4 ) @t =)\ ™ + ) e = e"“()\le"bt +)\2e‘jbt)
En développant les exponentielles complexes, on a :

s(t)=e™(\,(cosbt + jsinbt)+ A, (cosbt - jsinbt))

Cette solution est une fonction complexe. Danpteblemes de mécanique, on ne s'intéresse
qu'aux solutions réelles : on prendra ddncet A, complexes conjugués.

A, =(c+jd) et A,=(c-jd)
En reportant :

s(t)= e*((c+ jd)(cosbt + jsinbt)+ (c - jd)(cosbt - jsinbt))
= eat(ccosbt+ cjsinbt+djcosbt + j*dsinbt + ccosbt — jd cosbt — jcsinbt + j*dsin bt)
= e*(2ccosbt - 2dsinbt)



Enposanta = 2b et B=-2d

s(t) = €*(a cosbt + Bsinbt) avec: (acosbt+psinbt)=Asin(t+¢)
Eneffet: Asin(bt+¢) = A cosbtsing + A sinbtcosp
Paridentificaion: a =Asin¢ et B=Acosh

=s(t) = Ae* sin(bt + ¢)

Finalement:

SU)=A€%”SMBE:;a%t+¢)

4-3-2-2 Solution avec second membre.

%dd“:’(zt) +§)—fd‘3(tt) +5(t) = K.e(t) (4-10)

n

Cette équation décrit le comportement du systeraensoa une entrée e(t). On recherchera une
solution particuliére de (4-10), de la méme forrae tentrée e(t).

= () =K.E(t)

REMARQUE

Dans le cas ou le second membre contient un teomstant, I'équation (4-10) devient :

1 d2s(t) 2z ds(t)
— 2+ =l tgt)=K.elt)+a
w, d*  w, d s ®)

L'équation n'est plus homogene. On effectue ungdgraent de variable :

d’s (t) _ d*s(t) ot ds(t) _ ds(t)
dt? dt? dt dt

st =st)-a =

en réécrivant I'équation, on a :

1 d’s(), 2z ds(t)

t) = K.e(t
w, dt*  w, d ra(t)=Ket)

ce qui nous rameéne a la forme (4-10).

s (t) = K.g(t) = § (1) =K.e(t)+a



4-3-1-3 Solution complete.

Elle est la somme des réponses transitoire et permte. s(t) =t) + g(t)

Suivant la valeur de z, on aura :

-t -t

siz>1 S(t) =Ae" +A,e™ +Ke(t)
-t
siz=1 s(t)y =eT (\t+),)+Ke(t)
siz<1 s(t) =Ae™! sin(\/l— 2w t+ cp)+ Ke(t)

4.3.3 EXEMPLES

4.3.3.1 Réponse a une entrée échelon

L'entrée échelor'écrit:  €(t) = E, Ot>0 . e(t)=0 [Ot<0

1 d’s(t) , 2z ds(t)
w? dt? w, d

n n

L'équation (4-10) devient aors.

+5(t) = K. E, (4-13)

Réponse forcée, solution particuliére : on pre(t)l =scte =a
En remplacant dar(4-13) = s ({t)=KE,=a

La solution compléte e:  s(t) = (t) +5(t) . Elle dépend de la valeur de z :
-t -t

a) siz>1 S(t) = A,e™ +A,e" +KE,

as(t) _ =My v Ao
dt T T,

En tenant compte des conditions initiales (systpar&ant du repos, dans le cas courant) :

S(O):O = Al+/]2:_K_EO (4_14)

WOy L ok 15

dt TOT,

(4—15) = )\1:-T1)\2
T,

4-149 = A, _TA, =—KEO:>M: KE, =\, = KE,T,
2 2 1~

et A = T,KE,T, _ T.KE,

' Tz(Tz_Tl) (TZ_Tl)



_ 1 -t -t
Finalement: gt)=K.E,| 1+ Te" -Te"
L-T

-t

b) siz=1 s(t)y=eT (\t+A,)+KE,
—t -t -t
asy) =he'’ - A teT —heT
dt T T

En tenant compte des conditions initiales :

(0)=0 = A, =K.E

SO g gy L K
dt T T T
=t
Finalement: s(t) = K.Eo(l—eT (? +1jj
0) siz<1 s(t) = e ™ sinf/1- 2 t + ¢ J+ KE,

djtt) — —anAe_ant Sln( ll_ Zant + ¢)+ )\e—ZCOnt 1- Zzwn Co%ﬂl— Zzwnt + ¢)

Conditions initiales :

s0)=0= Asin(p)+KE,=0 =  -Asin(d)=KE, (4-16)
dz(:)) —zw Asin(¢) +AvV1-z2w, codp)=0
= —z\sin(9)+AV1-2% codd)=0 (4-17)
(4-16) et (4-17) = zKE,+AV1-z2cod¢)=0
zZKE
0 =_)\ 4-18
i oo @19
2 2 2 2 7°KE,’° 2 .2
(4-167+(4-18F = KB+ S0 =) (cog +sin? ¢)
= K2E02{1+ 222}:# LK e
1-z 1-72
_ 5= KE
V1-7
(4—16) tg(¢):+ 1-z




s(t)=KE, + KE, g ! sin(«/l—zzwnt +¢)
. 1-7°
Finalement:
V1-7?
avec ¢ =arctg—————
z

REMARQUE: de (4-16) et (4-18) on déduitsin(¢)=-v1-z> et co(g)=-z. = ¢ estun
angle situé dans le troisieme quadrant. Il faudraemir compte lors de la détermination de la
fonction Arctg (voir aussi la remarque 81-4-5).

4-3-3-2 Réponse a une entrée rampe

La rampe 'écrit: e(t) =a.t Ot>0 ; e(t)=0 [Ot<0

s . : o1 d’s(t) | 2z ds(t) _
L'equation (4-10) devient aors: w? o +;n a +s(t) = K.a.t (4-19)

Réponse forcée, solution particuliere : on prefiji= Kat + o

En remplagant dans (4-19) :

22Ka | \at+a = Katma = - 22K2
(0V)

n n

_ _2zKa
:sf(t)—(Kat o J

n

La solution complete e:  s(t) =5 (t) +5(t) . Elle dépend de la valeur de z :

-t -t
a) siz>1 s(t)=Ae™ +Ae" + Ka(t —E]
wn
-t -t
= @:__/h-e-rl __ZeTz +Ka
dt T T,

En tenant compte des conditions initiales (systpargant du repos, dans le cas courant) :

S0)=0 = -A-A, +22)ﬁ -0 (4-20)
ds(0) _ Ak i

ot =0 = T _|_2+Ka—0 (4-21)
4-20 = A, =22,

n

4-21) = M\ = (Ka—%)ﬂ

2



(4-20)et(4-21)= A, = —(Ka—&]n + ZZKa:;\Z[l_L] - _Ka(Tl _EJ
T W T

2 n 2 n

r-2) —rarfr-2) 22
= A,=-Ka L= § avec: [Tl ——j =T, (84-3-2-1a)
1_L T,-T w,
T2
KaT,’” —KaT,”
= /12=T__2|_ et )ll—_l___l_l
1 2 1 2
Finalement:
1 -t -t
s(t) = Ka{t -T,-T,- o (TZZeTZ -T2e" D
-t
b siz=1 st)=eT (\t+A,)+ Ka(t—gj
wn
-t -t -t
asty) e’ AMler _Asorika
dt T

En tenant compte des conditions initiales :

$0)=0 = 22K.a_|_/]2:O
a)ﬂ
= /IZ:ZZK'a:ZTK.a avec: z=1 et :Ti
w, w,
% =0 = K.a+/11—% =0 En remplacand,:

= K.a+A4,-2K.a=0 = A, =K.a

-t
Finalement: (1) = Ka (t-2T)+eT (t+ ZT)J

c) siz<1 s(t) = Ae™™ sin(\/l— zzwnt+¢)+ Ka(t—gJ

wn

% = -z Ae ™ sin(\/l— Z’wt+ ¢)+ Ae M 1-7%w, cos(\/l— Zwt+ ¢)+ Ka



Conditions initiales :

$0)=0 = Asin(q))—sza:o N sin(¢)=2;:§a (4-22)
%:o = —zw\sin(¢)+AvV1-z*w, codd)+ Ka=0 (4-23)
(4-22)(zw,) +(4-23) = -2z°Ka+ Ka+AJ1-z’w,cod)=0
- Kafl-22?)
=~ =) 4-24
= o9 Aw,V1-2 ( )
2zK a
(4-22 —tgh=- A\, _-2zJ1-7°
(4-24) R TKal-27) T 1-22
Aw,1-2

210 A2 2(1 _n,2)2
G227 saoaf =1 o AEKE Ka -227) _,

2 2[1_ »52
L ke 4271 222) _aoKa [ 1
AW, 1-z w, V1-z
Finalement:

s(t)= Ka[t —Ej +Le‘z‘*’nt sin(\/l— Z’wt+ q>)

w, w, 1-27°
22\1-7°
avec ¢ =—arct >
1-2z

4-3-3-3 Systéme soumis a une entrée harmonique.

L'entrée harmonique s'écrite(t) = E, sinat Ot>0 ; e(t)=0 Ot<0
2
L'équation (4-10) devient alors: 12 ddf(zt) +%dz(tt) +3(t) = K.E, sinat (4-25)
w n

n



REMARQUE : De la méme maniére que pour les systemes du preamnige, on fera
I'hypothese que la fonction entrée est appliqugriideun temps suffisamment long pour que le
régime transitoire ait disparu, dans le cas dad&harmonique. Seule la réponse permanente nous
intéresse alors.

Méthode 1

Réponse forcée - solution particuliére :  Orrche une solution de (4-25) sous la forme :

s(t)y=S,sinlat+¢) = ds( ) - = §wcos(t + @) et dds(zt) = -S & sin(at + @)

En injectant dans (4-25),on a:

Zwiw% COS(M+¢)—§S) sin@t + @+ S, sintdt + @ = kE, simd

n

Poson: (at+¢) =0 = at=-¢

220)@50 = KE, sinat = —KE, sing (4-26)

n

71

Posons:(wt+¢):§ = wtzz—(p

R
— "WS.g =KE,sinwt = —KEosin(g—(pj = KE,cosp (4-27)
w

n

(4-26) = Sin(p:_2zw80

KEw,
wz
4-27) —=cosp=~—"+—
(4-27) s KE,
W
27—
® 2z,
= tgp=-— >-—>(@=—arct 1 "
1- 9 S
()

En élevant (4-26) et (4-27) au carré et en lestmddiant, il vient :

47°w 222_22
2 2SO_KE0




Finalement:

s(t) = sin(wt + @)
Jzz%n @ Sk
avec = —arctgi/‘*’" Déphasage
: S _ : :
et: = Rapportd'amplitude|
B0 Jlzonf + (1 S

Méthode 2

On cherche la solution permanente sous la mémmefque précédemment
s(t) = Sy sin(at + ¢), en utilisant la notation exponentielle complex®if § 3 ).

sin(wt + @) = Im(e“””"’)

On écrira donc :

(s ds(t T d?s(t
w=se«r = Hlogjeeas o L2

En remplacant, dans (4-25),

2 .
- . 2SSz . . .
DL gt 4 2RI gitara 4 g gilard = KE el
A ,

n

. _S)(Z‘JZ ejatej¢+zsii)ei“‘ej¢’+soei“e””: kE '“
w, n
- ijwsoej¢+soel(/’ isoem’—kE
a)n
. KE
— el? = 0
. o  2jar
1-% 4
w’ o

= —§ afel@ o

(4-28)



et en égalant les arguments :

o . 27w
p= arg{l—— + ]—}
W, W,

= @= —arctgi%’
0,2

Finalement:
s(t) = sin(wt + @)
Jzz% @/)2
avec (p:—arctgi Déphasage
mn
: S _ S
et: — = Rappord'amplitude|
B Jlezo, ) + (1 %)

REMARQUE: il ne faut pas confondre I'angge(lors de la réponse d'un systeme du second ordre

de z<1 a un échelon) et I'angbede déphasage lors d'une réponse harmonique. Gerdpossede
une grande importance et nous I'étudierons pluétail dans le cours d'asservissements.



Chapitre 5

L&A TRANSFORMATION DE
LAPLACE.

«Mais papa, Einstein a dit...
- Fiches-moi la paix avec ton Einstein, je ne
veux pas d’ennuis avec les voisins.»

Fernand Raynaud



3-1 DEFINITION

Soit f, une fonction réelle de la variable réelldOn travaillera toujours en variable
temporelle dans le cours d'asservissements) eiel@bur t> 0 :

On appelle transformée de Laplace de f, la fond&ign), définie par :
Fp)=[ e™f(dt  notée F(p)=L[f ()] (3-1)

avec p : variable complexe.
L'application L, de f vers F est la transformatide Laplace. Certaines conditions sur f sont

nécessaires pour que la transformée existe. HEhesstoujours remplies dans les cas pratiques que
nous rencontrerons.

3-2 PROPRIETES

3-2-1 UNICITE

A f(t) correspond F(p) unique et a F(p) correspf{fjdunique. La correspondance entre une
fonction et sa transformée de Laplace est biunigagqun pourra déduire F(p) de f(t) et f(t) de F(p).
Dans ce dernier cas, f(t) est appelée la trans®imérse de F(p) :

F(p)=L[f(t)] et f(t)=L"[F(p)]

f(t) - F(p) O = f(1)

3-2-2 LINEARITE

Soient f (t) et g(t) deux fonctions du temps tfarmsables par Laplace. L'application L est
linéaire, et vérifie donc le principe de superpoait

L[A.f () +p.g@®)] = A.L[f ()] +u.L[gt)]
la transformation inverse est également linéaire :

L [A.F(p)+u.G(p)]= ALY [F(p)]+u.L[G(p)]

3-2-3 IMAGE DE LA DERIVEE

Ecrivons la transformée de la dérivée d'une fonatin utilisant (3-1) :

L[f'(t)]= jo e ' (t)dt



On montre que L[ f'(t)] = pF(p) - f (0) €3]
Avec, limite a droite de f(t) lorsque t tend veésa@

Ce résultat se généralise aux ordres supérieurggamence :

L[ f®(t)]= p"F(p) - p"f(0") = p" ' (0")~....... -f"1©0) (3-3)

Dans le cas ou la fonction f et ses dérivées salHes a l'instant zéro, on obtient le résultat
fondamental :

L[f'(t)]= p.F(p)
L[f"(t)]= p*.F(p)

L[t ™ (t)]=p".F(p)

Ce cas se rencontre trés souvent en asservisseetertgespond a I'étude du comportement d'un
systéme initialement au repos et soumis a uneesp@nésale c.a.d. nulle pour t<0.

Pour une fonction causale, la transformation de Lalace remplace une dérivation par un
produit.

De la méme maniére, l'intégration est remplacéeipardivision par p.

Conséquence:Une équation différentielle en t est transforméelyzplace en équation algébrique
en p, qui est beaucoup plus facile a résoudreigheahent, le passage en variable de Laplace
s'effectuera au moyen d'une table, puis a lisswecalcul algébrique, le retour en variable

temporelle s'effectuera au moyen de la méme tghikes une décomposition éventuelle en éléments
simples.

3-2-4 THEOREME DU RETARD.

Soit une fonction f(t) de transformée F(p) et torection g(t) = f(t-T).
g(t) est la fonction f(t) retardée d'un temps Dil(¥ig. 5.1)

La transformée de Laplace de g(t) est :

L[g9(t)]=G(p) =€ "F(p) (3-5)




f(t) (t-T)

0 T

Figure 3.1 : Fonction retardée.

3-2-5 THEOREMES DE LA VALEUR INITIALE ET DE LA VA LEUR FINALE.

Ces deux théorémes permettent, connaissant lafdraree de Laplace, de déterminer la
valeur aux limites de la fonction temporelle savsiraa calculer la transformée inverse.

Lm, . PF(p) = Lim_ T(D (3-6)
Lim, ., pF(p) = Lim__. f (1) (3-7)
kkkkkkkkhkkhkkkhkkkhkkkhkkkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkkkkkkx kkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkhkkhkkhkkhkk

Le théoreme de la valeur finale (3-6) n'edifeaque si tous les péles de pF(p) (qui est une
fraction rationnelle) ont leur partie réelle négatiNous montrerons dans le cours d'asservissements
que des podles a partie réelle positive ou nullaatarisent un systeme instable : la grandeur de
sortie est alors, par exemple, divergente et lawdinale n'a pas de sens.

kkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkhkkhkkhkkhkkhkkkhkkkkkkhkkhkkhkkhkkkkkkkkk kkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkkhkk

3-3 TRANSFORMEES USUELLES

3-3-1 FONCTION IMPULSION UNITAIRE ( DE DIRAC).

C'est une fonction du temps (ou, plus précisémeng limite de fonction) de durée
extrémement courte mais d'amplitude suffisante pprovoquer un effet notable. Elle est
usuellement notég(t). On peut la considérer comme la limite lorsqueend vers I'infini, d’'un
rectangle d’aire = 1, de hauteuet de largeur 1X (voir figure suivante).



Aire=1

L
t t
0 1/1 g 0 g
Figure 3.2 : Impulsion de dirac.
Sa transformée est : L[at)]= (3-8)

La réponse d'un systéme a une telle fonction gmtlégréponse impulsionnelle

3-3-2 FONCTION ECHELON UNITAIRE ( OU FONCTION DE HEAVISIDE ).

Elle est usuellement notée u(t) et est définieadmdniere suivante :

ut) =1 Ot>0
u(t)=0 Ot<0

u(t)

Figure 3.3 : Echelon de Heaviside.



Sa transformée est :

L[u(t)] = (3-9)

ol

La réponse d'un systéme a une telle fonction gstlégréponse indicielle

3-3-3 FONCTION RAMPE UNITAIRE ( OU ECHELON DE VIT ESSE).

La fonction rampe est définie comme étant e(t)ut)
Une rampe de pente a sera la fonction e(t) 5(g.t.u

e(t) A

t.u(t)

Figure 3.4 : Fonction rampe.

1
Sa transformée de Laplace e%ﬂ—{t-u(t)] = F

REMARQUE 1 : La réponse d'un systéeme linéaire a une rampkrgégrale de sa réponse a un
échelon.

REMARQUE 2 :Les trois fonctions que nous avons considéréesmies pour t < 0. Elles sont
ditescausales|'effet provoqué par elles ne commencant qu'apinssant zéro.




3-3-4 AUTRES FONCTIONS : TABLES DE TRANSFORMEES.

TABLEAU 1 : Transformées élémentaires.

F(p) f(t) pour t >0
1 Xt) (impulsion)
1
P u(t) (échelon)
1
p’ t (rampe)
i tn—l
° -1
1 1
—aT
1+Tp - e
1 e
R T
(1+ Tp)2 T2 te
#ﬂ 1 tn_l ?r'[
1+Tp) T"(n _1)!
1 -t -t
1 ot _e®
(L+T,P)(1+T,p) o
1 a‘n e—ant Slna)n 1_ 22t
1+ 22 p+ =S p? 1-2
w, a)nz
1 tn-le-at
(p+ a)n (n —1)!
P cosat
p°+a”
L sinat
p*+ s
__pra e cosat
(p+a)*+of
-t
T
) - wre +sin(wt + @)
(PZ +(,o2)(1+ Tp) \/1+T2002 \/1_'_.'_2(02
avec ¢@=—arctgTw)
B Ae™ sin(wt + @)
__apts
(pray -7 = a2




TABLEAU 2 : Transformées usuelles en asservissement

Réponses s(t) de systemes d'ordre 1 et 2 a urpédheitaire : e(t) = u(t)

SYSTEME F(p) s(t) pour t>0
1 -
Ordre 1 p(1+Tp) 1-€T
1 t+T %t
Ordre2,z=1 p(1+Tp)? 1- T ©
1 1 -t -t
Ordre 2,z>1 p(1+T,p)(1+T,p) 1+ — [TleTl —TzeTZ]
l _ 1_22
Ordre 2,z<1 * . 1+ e sin w V1-z°t+arctg ————
2 -z
p(l+p+ 2P )

e ou bien s(t) 4—%e‘z‘°"‘sin{oon 1—zzt+arct{
1-z

la fonction Arctg.

1-z

N

H avec détermination naturelle de
z

Réponses s(t) de systemedrd'd et 2 a une rampe unitaire : e(t) = t.u(t)

SYSTEME F(p) s(t) pour t>0

1 -

Ordre 1 p2 (1+Tp) t—-T+TeT

1 ~t
Ordre 2,z=1 0 (1+Tp)°? t—-2T+(t+2T)e"

1 1 -t ~t
Ordre2,z>1 | p’(1+T,p)(1+T,p) ChThT [T e le

1 2

1 —

Ordre 2,z <1 t- ! e sin[mn\/1—22t+2arctg{ “1222 ]]
p (1+p+ P ] 1=z

REMARQUE : les polynébmes du second orcE _p+w2 ]ont été notés sous leur forme

factorisée dans les rée{3;+ Tp)2 ou (1+T,p)(1+T,p) excepté pour le cas ou z < 1 pour lequel la
factorisation est impossible dan les réels (fasédion dans les complexes).



5-4 APPLICATION A LA RESOLUTION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES.

Dans les exemples qui suivent et a titre démoirifstoat utilisera les transformées élémentaires du
tableau 1 : la décomposition en éléments simplesless indispensable. En pratique, on lirait

directement dans un tableau plus complet, comnableau 2, les transformeées inverses : le calcul
est alors réduit & son strict minimum.

REMARQUE: Par souci de simplification, les sort&$) calculées sont exprimées sous forme de

fonctions classiques. En réalité, les entrées qp@éis sont des fonctions causales et pour étre
rigoureux il faudrait les écrire également sousi®de fonctions causales, soit s(t).u(t)

5-4-1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

Nous avons vu au chapitre 4 q'un systéme du presriee d'entrée e(t) et de sortie s(t) est
un systéme régi par I'équation différentielle sotea

d“(t) +5(t) = Ke(t) 4-3)  (5-10)

5-4-1-1 Systeme soumis a une entrée échelon.

L'entrée échelon s'écrie(t) = E,u(t)  échelon "amplitudeE,
L'équation (5-10) se réécrit :
d~d(t) +5(t) = KE,.u(t) (5-11)

Si le systéeme part du repos, la fonction sortipet nulle ainsi que ses dérivées. En appliquant |
transformation de Laplace aux deux membres de (®iirouve :

s(t) M - S(p)
ds(t) o _—

o (I -~ pS(p) (Théoréme de la dérivation)
u(t) 0 - % ( voir table des transformeées)

L'équation (5-11) devient, en variable de Laplac&aS(p) + S(p) = K5
Y

La résolution est alors trés simple et il vient :

KE,
P) = plL+Tp) Tp)

La fonction sortie est exprimée sous la forme d'fraetion rationnelle en p, que l'on va
décomposer en éléments simples pour obtenir laicoluecherchée s(t) par transformation de
Laplace inverse.



Comme indiqué dans la remarque préalable, on aibdine directement le résultat final dans la
premiere ligne du tableau 2.

On obtient : (voir § 3-2-3-1)

KE, _KE, KTEO_KEF T}
0

o) eT) e 1T

Effectuons la transformation inverse (qui, rappsi®) est linéaire) :

TSN N I G S S | RS S 1
s(t) = LY s(p)] =L [KEO(p 1+TpH KE,.L [p} KE,T.L L”J

sont lues directement dans le tableau 1 ;

Les transformées inverses éeet de 1
p 1+T

on obtient :

-t

s(t) = KE,(u(t))-KE,T %

et finalement :

s(t) = KE{l—e_th

5-4-1-2 Systeme soumis a une entrée rampe.

L'entrée rampe s'écrie(t) =a.t.u(t) rampe de pena
L'équation (5-10) se réécrit :

L as(t)
dt

+5(t) = Ka.t.u(t) (5-12)

Si le systeme part du repos, la fonction sortigegt nulle ainsi que ses dérivées. En appliquant |
transformation de Laplace aux deux membres de (®12ouve :

s(t) (I - S(p)
% [T+~ pS(p) (Théoréme de la dérivation)

t.u(t) (I - % ( voir tableau 1)



L'équation (5-12) devient, en variable de Laplace :

Ka

— a —
TpS(p) + S(p) =K FSS(D) = m

Apres décomposition en éléments simples, on obtigmir § 3-2-3-2)

S(P) = oy = o A+

’0+Tp) P2 p  (@+Tp) ?

Ka Ka_KaT, KaT? kel LT T?
p- p 1+Tp

Effectuons la transformation inverse :

—11 - 4l 1 _T11 1 o] 1
s(t) = LY[S(p)] = Ka.L {?} T.L LJ+Ka.T L [—“TJ

-t

= s(t) =Kat-KaT(u(t))+T? %

S(t) = Ka[t—T +Te_Tt)

5-4-1-3 Systeme soumis a une entrée Harmonique.

et finalement :

En asservissements, |'étude de la réponse a uneeemiarmonique s'effectuera
differemment. Le calcul suivant est donc puremémainstratif.

L'entrée Harmonique s'écrig(t) = E;sinat  sinusoide ‘amplitudeE,
L'équation (5-10) se réécrit :

7O 4 1) = KE, sinat (5-13)

Si le systéeme part du repos, la fonction sortipext nulle ainsi que ses dérivées. En appliquant |
transformation de Laplace aux deux membres de (®i18ouve :

s(t) I - S(p)

ds(t) L e
I -~ pS(p) (Théoréme de la dérivation)

sinat (T — % ( voir tableau 1)

p* + of



L'équation (5-13) devient, en variable de Laplace :

KE,w
(p* + 1+ Tp)

TpS(p) + S(p) = KE, o =>S(IO)

Apres décomposition en éléments simples, on obti@ir § 3-2-3-10)

_ ) _ T?w 1 w 1-Tp
S“”'KE{(puwlewpﬂ‘KE°L+W [ij*(1+T2m2)((p2+w2)ﬂ

Effectuons la transformation inverse :

-t
1 DET—»EGT
1+Tp T

(plTT(s)D .= \/1+ T2w? sin(wt+@) avec: @=arctd-Tw)

Forme: L:B avec. a=-TB=1=0
(p+af +of

T2 1 3 w 1 .
t)=KE,| ————eT + \/1+T o’ sin(ot +
s N 1+T2? T 1+ T%w (wt+)

et finalement :

-t
KE, wleT

+sin(wt +@
N1+ T%6 | 1+ T2 (wt+9)

s(t) =

avec @=-arctgTw)

5-4-2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE.

Nous avons vu au chapitre 4 g'un systéme du sematid d'entrée e(t) et de sortie s(t) est
un systeme régi par I'équation différentielle sotea

+5(t) = Ke(t) (4-10)  (5-14)

1 d’s(t) , 2z ds(t)
w? dt* @, dt

n



5-4-2-1 Systeme soumis a une entrée échelon.

L'entrée échelon s'écri(t) = E,u(t)  échelon "amplitudeE,
L'équation (5-14) se réécrit :

1A, 22080 | - ke (5-15)

w? dt* @, dt

n

Si le systeme part du repos, la fonction sortipet nulle ainsi que ses dérivées. En appliquant |
transformation de Laplace aux deux membres de (®15ouve :

s(t) (T~ S(p)

% [T+~ pS(p) (Théoréme de la dérivation)
d;f(zt) TH. p?S(p)  (idem)

u(t) - % ( voir tableau 1)

L'équation (5-15) devient, en variable de Laplace :

1 22 E
— p°S(p) +==pS(p) +S(p) = K=
w ) p

n n

2
— S(p)[p_2+ﬂ’+1) kB
W, W, P
KE
= Sp)=—— ;z -16)
p[r‘-’z 4 &P +1j
W, W,

Nous avons maintenant au dénominateur, un trinGmeedond degré dont les racines sont deux des
trois pbles de la fraction rationnelle S(p). Lansfmrmation inverse conduisant a s(t) ne donne pas
le méme résultat suivant que ces poles sont réetomplexes. Il existe trois cas (que nous avons
détaillés dans I'exemple du § 3-1-2) que nousialtmnsidérer successivement :

Cas 1 : racines réelles distinctes.

Les trois poles de S(p) sorg,+w, (z— z° —1) et —w, (z+ z° —1)
De la méme maniére qu'au § 3-1-2, nous introduisons

1
T, = etT,=
" lz-V2 -1 * w22 -1



qui permettent de réécrire (5-16) sous la forme :

KE,

DR (P (P

On peut maintenant décomposer S(p) en élémentdesimgvoir § 3-2-3-6)

2 2
Sp) = e =KE| T+ [ : j_ . ( 1 ]
p(1+T1p)(1+T2p) p TZ_Tl 1+T1p Tz_Tl 1+T2p

d'ou on déduit la transformée inverse :

t —t
KE, Te™ -T,e"
Tz _Tl

Cas 2 : racines réelles confondues.

S(t) =KE, +

Les trois poles de S(p) sont: 0 _a)i double

n

En posantT = S (5-16) se réécrit :
w

n

- KE,
P = p(1+Tp)?

La décomposition en éléments simples donne : §8i2-3-3)

_ Kk, _ l_ T : T
P (1+Tp) KEOL 1+Tp (1+Tp)2}

qui permet de déterminer la transformée inverse :

-t -t
s(t) = KE{l—eT —%eT }

Cas 3 : racines complexes conjuguées.

Les trois poles de S(p) sont0 , -zw, +jwN1-7 -2w, - jwN1-7°



S(p) se réécrit :

KEOw KEQw

IO(OJ +22W I0+IO) p(p+zco +jw V1-2 Xp+zoo - jw V1-2 )

Que I'on peut également mettre sous la forme st@vavoir § 3-1-2)

Sp) =

KE, w,”

S(p)=p[(p+zw ( \/ﬁﬂ

La décomposition en éléments simples donne : @&/8i2-3-8)

KE,,” —p 27W,

S(p) = [1+
p[(p+zco ( x/ﬁﬂ (p+zw,) ( x/ﬁ)z

Qui nous permet d’effectuer la transformation iseer

Le second terme de la décomposition est de la forme

ap+f3

— avec o=-18=-2z2w, a=zw, etw=w,V1-2°
(p+af +or

Ce qui donne, en appliquant la formule de transédion correspondante du tableau 1 :

Aesin(wt+¢) avec A=—F—=——

2 _
wN1-2° \/oo ( )+an C1-72

aw
ety = arctg z—arctg———— = —arctg
p—-aa

-2zw, +zw,

La réponse temporelle est finalement :

S(t) = KEO{1+
1- z2

=t sinfo x/ﬁuq)ﬂ

avec. ¢ =arctg————
-z



5-4-2-2 Systeme soumis a une entrée rampe.
L'entrée rampe s'écrig(t) =a.t.u(t) rampe de pente
L'équation (5-14) se réécrit :

1 ds(t), 2z st)
w? d®  w, d

n

+5(t) = Kat.u(t) (5-17)

Si le systéme part du repos, la fonction sortieest nulle ainsi que ses dérivées. En applig@ant |
transformation de Laplace aux deux membres de Y®iTrouve :

s(t) 0 - S(p)
ds(t) R L
—ar [T+~ pS(p) (Théoréme de la dérivation)
d?s(t .
dt(z) I+~ p*S(p) (idem)
t.u(t) M - % ( voir tableau 1 des transforg)ée

L'équation (5-17) devient en variable de Laplace :

1 22 a
— p*S(p) +=—=pS(p) +S(p) = K—
w w p

n n

2

. S(p)[p_2+ﬂ)+1J = K%
w’

n n

= Sp)=

2 -18)
e

S(p) posséde quatre pdles et, comme dans le ca&derd, la résolution est différente suivant que
les pbles sont réels ou complexes.

Cas 1 : racines réelles distinctes.

Les quatre pdles de S(p) sont :
0 pdledouble- w, (z—\/z2 —1)et -, (z+ z? —1)

De la méme maniere qu'au 8 3-1-2, nous introduisons



T, = 1 et T, =

qui permettent de réécrire (5-18) sous la forme :

Ka
21+ T,p)1+T,p)

= Yp) =
p

Aprés décomposition en éléments simples, il vietwair § 3-2-3-7)

Ka T,+T, 1 T} T,
S(p) = —Ka -t 124~ 4 1 + 2 }
p2 (1+Tlp)(1+T2p) a{ Y p2 T,-T, (1+T1p) T, —T1(1+T2p)

La transformation inverse donne le résultat :

-t -t
1 - —
s(t) = Ka{t -T,-T,- T, {Tje“ -Te" ”

Cas 2 : racines réelles confondues.

Les quatre pOles de S(p) sont :

0 :péle double et _a)i pble double

n

En posantT = _a)i (5-18) se réécrit :

_ Ka n
O ey

La décomposition en éléments simples donne : §8i2-3-4)

S(p):L:K —£+i+ 21’ + T
p?(L+Tp)? p P 1+Tp (1+Tp)

et, apres transformation inverse :

s(t) = Ka{t —2T +(t+ 2T)e1




Cas 3 : racines complexes conjugueées.
Les quatre poles de S(p) son0: double -zw, +jw~N1-Z* ; -zw, -jw~N1-7°
S(p) se réécrit :

2
Ka({o,n . Kaw,

SP)= pz(p+zcon +jw 1-2 Xp+zoon —jw V1-72 )_ p2lw,” + 2z,p+ p2)

Que l'on peut également mettre sous la forme ir §/8-1-2)

- r Ka‘*)ryz \
Sp) = pgl(p_l_ 20, )2 + ((L)n\/l_ 22 )]

La décomposition en éléments simples donne : @&8i2-3-9)

K aw 2 —221 1 izp+(4zz_1)

)= pz[(p+zwn)2+(wnﬁﬂ A n

Le dernier membre de la décomposition est de tadar ap:B
(p+af +w

22
avec. a=—; f[=47-1 a=zw,; w=wJ1-7
w,

n
n

En appliquant les formules du tableau 1, il vient :

1 ;1 4, 27%w,
A—a\/a2w2+([5—aa) —wn — \/mnzw” (1—zz)+[422—1— 5 ]

n

=Y Ja2f-22)+ (22 -1f 2;2\/422 — 4zt + 47 -4 1

w,v1-7 w,V1-z

1
on trouve donc :A=
wA~N1-7

d'autre part :

aw 27V1-7 27\1-7°
= arctg———_— = -arctg=—_——
L-aa 4z°-1-2z 1-2z

g =arctg




L-l{( ap+ }: ! sm( \/ﬁt+¢)

2 2
p+a) +w w,V1-7°

En complétant la transformation inverse, il vianafement :

W, w,V1- z?
2z\1-7°

1-27°

s(t) = K{t—2+ sm( \/ﬁtﬂb)}

avec. ¢ =-arct

REMARQUE: La forme mathématique de l'angle'est pas la méme que celle donnée dans le
tableau 2, mais on montre facilement qu'elles équotvalentes :

prenons la tangente d&arct% 1~z } =2 c'est une formeg2a = 12t932

z —-tg°a
29

1-7° ]] 5
arct{ 1-z
7 2 224172
cette tangente est égale-a- = VAN

o2\ . 1-7 272 -1
1—tgzlarctg{lzj] 1-—

z z

et finalement ; 2arct{

z 1- 222

5-4-2-3 Systeme soumis a une entrée harmonique.

Dans ce cas particulier I'étude, bien que faisgpel a la formalisation de Laplace,
s'effectue d'une maniere différente comme nous deous dans le cours d'asservissements.
L'utilisation d'une propriété de la fonction denstert permettra l'obtention rapide du rapport

d'amplitude et de la phase qui sont les deux grasdgli nous intéressent.



Chapitre 6

«Tous les Crétois sont des menteurs.»

Epiménide le Crétois



6-1 TEMPS DE REPONSE D'UN SYSTEME DU SECOND ORDRE.

6-1-1. RAPPEL

Le temps de réponse a 5% est défini comme étant, posystéme soumis a une entrée échelon, le
temps que met le signal de sortie a rester danszome comprise entre plus ou moins 5% de la
valeur atteinte en régime permanent.

* Dans le cas d'une réponse non oscillante ( 2,>d sera le temps que met la sortie a
atteindre 0.95 fois la valeur atteinte en régimenament.

* Dans le cas d'une réponse oscillante ( z < d)sara le temps que met la sortie a rester
définitivement comprise entre 0.95 et 1.05 foisdieur atteinte en régime permanent.

Nous connaissons l'expression de la réponse dstérsg du second ordre a une entrée échelon.
Dans tout ce qui suit, nous nous mettrons danadaltine entrée échelon unitaire:

1 _ .
* Lorsque z < 1: s(t) = K[1+ gt sm(\/l—zzwnt +¢)}
V1-7°

-t -t
*Lorsque z >1: §(t) = K[1+ 1T {TleTl -Te" }]

2 1

avec:T, = 1 et T,= 1
Y con‘z—«/zz—lj ’ oon‘zh/zz—l)

-t
* Lorsque z = 1: s(t) = K{l—eT (%HH avecT = ——

Wy

Dans les trois cas, la valeur atteinte en régimmaeent est K.

Il faut effectuer une étude séparée pour les tass On considérera que le cas z = 1 correspaad a |
limite du cas z > 1: voyons les deux cas restants.

6-1-2. ETUDE EN REGIME APERIODIQUE.

-t -t
Lorsque z > 1, la réponse estt) = K[1+ = 1_|_ {TleT1 -T,e'" j] non oscillante.

2 1

L'écartA entre la sortie et la valeur atteinte en régiemnanent est:

1 -t -t K -t -t
A(t) =K -K|1+ Te" -T,e" ||= Te" -T,e"
Tz - Tl Tl - Tz

La réponse étant réguliere, Tr 5% est le tempsoati duqueld = 0.05K (Temps a partir duquel la
réponse entre dans la zone ombrée sur la Fig 6-1)




Tr5% est finalement défini par:

005

Systéme du second ordre hyperamorti:réponse ifidicie

-Tr5%

T, T
Te * -T,e »

-Tr5%

|

- 1
Tl - T2

= 005K

A(Tr5%)

amplitude (Volts)

t (sec.)

tr 5%

3.5

2.5

15

0.5

= 10rd/s

1;z=1,5abn

Fig 6-1: réponse indicielle d'un systéeme du seadde avec: K

6-1-3. ETUDE EN REGIME PERIODIQUE.

g ! sin(\/l— Z’w t+ ¢)} réponse périodique.

1

K{1+

Lorsque z < 1: s(t)

amplitude (Volts)

Systéme du second ordre:réponse indicielle

RN e

\

I

t (sec.)

Tr5%

3.5
1;z=0,2 ebn

2.5

15

0.5
Fig 6-2: réponse indicielle d'un systéme du seadde avec: K

10rd/s



Tr5% est le temps que met la réponse a étre deéinient comprise entre 0.95K et 1.05K: (zone
ombrée sur la Fig 6-2). L'écdXtentre la sortie et la valeur atteinte en régimernanent est:

A(t) =K - K[1+#e‘z‘*’“I sin(\/l—zzoont +¢)} -__K e 2! sin(«/l—zzwnt + ¢)
V1-7° V1-27?

amplitude (Volts systeme du second ordre:
l T

0.9
0.8

[0 T 7]
0.6
0.5
0.4

t (sec.)

14 1.6 18 2

Fig 6-3: Valeur absolue de I'éca{ﬂ(t)| pour un systeme du second ordre Ked7+10 et z=0.35

Tr5% est défini par|A(Tr5%)| <0.0%X (temps que met la réponse a atteindre définitivertee
zone ombrée sur la Fig 6-3).

Tr5% est finalement défini par:

1 2 g ZnTI5% sin( /l_zzwnTr5%+ 4)1 < 005
1-z

6-1-4. DETERMINATION NUMERIQUE DE Tr 5%.

La détermination analytique de Tr5% n'est pas ptssi priori: d'une part, il dépend de deux
parameétres z et, et d'autre part les équations sont non linéa@esa donc recours a une méthode
numérigue que l'on peut implanter sur n'importel daegage de programmation permettant le
calcul itératif du produifr.c,,.: temps de réponse reduit.

Cas ou z >1: Poumy=1 et pour chaque valeur de z: (z variant de 1 &0}

On calcule I'écart pour des valeurs croissantésedepartant de 0 jusqu'a gee:
-Tr5%

1 -Tr5%
A(t) = [Tle Lo_Te ]: 005

1 2

Le temps correspondant est Tr 5%.



1 et pour chaque valeur de z: (z variant de 0 a99)

Cas ou z <1: Pourw

La stratégie retenue est la suivante:

a) On calcule la valeur de la sortie pour chaqumi g€riode en partant de la premiére (calculs
successifs de D1, D2, etc. sur la Fig 6-3), cear adteindre la zone de Tr5% plus rapidement.

b) On stoppe le calcul dés que I'on est a l'intérike la zone ombrée (point D3).

= 005

1

C) on repart en arriére jusqu'a ce q

e—zconTrS% Sin(ﬁwnTrS% + ¢1

1-7°
(point T): Le temps correspondant est Tr5%

Le programme correspondant sur logiciel de calcAllJAB est donné page suivante.

duit est doniréessous:

7

eponse re

7

L'évolution du temps de r

10

o
LB e s T T T T T T T T T T T T 3
T T T T T T T AT T T T T T T TATT TS T T T T
,\]\,J\,\J\\,\\\\Dﬂ,\WK\,\\4\\\4]4,\4\,\,\\\,\\\\
R R T T e R
0 P s Tl el T D ol sl s e A e e e
A T T T
[N | [ [ |
tHA-I—F - —F - ——H+tr+ - o+t B
[N | [N N [ |
S By A B I 1L 4
[N | T | [ |
[N | T | [ |
B O T B B N B Y I I L L1 ]
R | I | |
[N | 1 | |
[N | 1 | {
[N | 1 |
R | 11 | |
MOOO-CO-ICCZI010 , T
R S B R I R I T C_1___1Jdrr1JSsr_J--_7
IR R RN I NN
R I Il I |
S e T e T A CTTT T TTATT
FHA—— A== — = —H I +
[N | I | L
ol B A et Bl el I T
[N | 1 | |
FHA-I— - = ———H I +
[N | 1 | |
[N | 1 | |
A A = — — —H I +
[N | 1 | |
[N | 1 | |
[N | 1 | |
[N | 1 | |
T R P B B R I R [ |
ITOJJ-CoO-ZCC-CZCo
B S O A
S O
S B R N
R I I
ol B A et Bl el
R | 11
T T T T T T T
[N | |
TR AT T T oA
[N | 1
[N | 1
FHA-I— A= =/~ — =
[N ,\ 1
[N 1
[N | 1
R ,\, 1
I ) 1 L1 o
o o o}
— — —

1npaJ asuodai ap sdwa)

Coefficient d amortissement: z

chnsleordre.

eme

duit d'un syste

7z

eponse re

7

Fig 6-4: Temps de r

On remarque que I'évolution est linéaire pour kswrs faibles et pour les valeurs fortes de z.

ceci peut se confirmer par un calcul approché:

| F
1
—
—
_
ZZ c
3
+
N
N
n__F=
N | |
TN
N
n LN
ToE N,
22( wn

cas ou z est grand:

tend vers O lorsque z augmente

1

270,




Le systeme se comporte donc comme un systéme thigorerdre de constante de temps T

Son temps de réponse &s6% = 3T, = 6z

On vérifie que, pour les grandes valeurs de zolabe Fig 6-4 est une droite passant par les

points (5, 30) et (10, 60) de pe|¢16%éfei]_—35O =6. Tr.w, =62

cas ou z est petit: z=0

Le systéme oscille beaucoup avant de rester déénient dans la zone des 5%. On peut faire
I'approximation que le temps de réponse est dommé'gxponentielle ce qui induit une erreur
inférieure a 1/2 période. La décroissance étabtddiz dans I'exponentielle), le temps de réponse
est grand devant 1/2 période. sur la courbe Fig @éR5constate que le temps de réponse ainsi
approximé est la verticale de l'intersection depkmentielle avec la zone ombrée (3s) et est proche
du temps de réponse vrai Tr5%.

amplitude (Volts) systeme du second ordre
0.4 ! *

(ORCI I I A O L

o371 Ity

0251\ "Y1

o211 1111

oaryt1 1-°u-

0.05

0.157 | 77””73 B

0 Tr5%
0 1 2 3 4 5
t (sec.)

Fig 6-5: Valeur absolue de I'écart pour z = 0.dygt 10 rd/s.

Le temps de réponse vrai est défini par:

‘ 1 g ZnTrs% sin( /1_ 72 wnTr5% + (I)l < 005

J1-2°

Qui peut étre approximé par:

_ 1 g sgramse_go5 o -z, Tr5% =In(005) = -3

V1-7
3
= QIrs%=>

On le vérifie sur la courbe Fig 6-4 pour les vadefaiibles de z: points (0.01 , 300) et (0.03, 100)
par exemple.



Cas ou la valeur de z est intermédiairel’évolution du temps de réponse réduit est congpéasec
des discontinuités: ces dernieres s'expliquena dealniére suivante:

lorsque la réponse est tangente au contour liroéte ge la Fig 6-6), le temps de réponse correspond
a l'abscisse du point de tangence: Tr = 0,7 s.

amplitude (Volts)  Systéme du second ordre:réponse indicielle
1.3 ' ' ' ' ' ' ' '

1.25

1.2

1.15

11

1.05

0.95

0.9

Fig 6-6: Temps de Réponse pour z = 0.4t 10 rd/s

Une augmentation trés faible de z rend la réponsdangente en ce point et le temps de réponse
diminue brusquement: Tr = 0,5s (voir Fig 6-7)

amplitude (Volts)  Systéme du second ordre:réponse indicielle
1.3 i ; | | | | | |

1.25

1.2

1.15

11

1.05

0.95

0.9

t (sec.)

Fig 6-7: Temps de Réponse pour z = 0.4éyet 10 rd/s

Cette variation brutale explique le sautud{= 5 3Tr wy=7 autour de z = 0.43 sur la Fig 6-4



Exemple de programme de détermination du temps deéponse réduit (MATLAB):

Remarque: o est,,,

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkhkkhkhkkkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkkk kkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkkkkkkkkk
o=1
n=1
% calcul pour z inférieur a 1 (compris entre 0.60)
z=0
while z<0.99
z=z+0.01
s=sqrt(1-z*z)
phi=atan(s/z)-pi
tp=2*pi/(0*s)
t=tp
while abs((1/s)*exp(-z*o*t)*sin((o*s*t)+phi))>0.05
t=t+tp
end
while abs((1/s)*exp(-z*o*t)*sin((0*s*t)+phi))<0.05
t=t-0.1
end
tr(n)=t
zz(n)=z
n=n+1
end
% calcul pour z supérieur ou égal a 1 (comprisechtet 10)
z=1
t=2.5
while z<10
z=z+0.1
t1=1/(o*(z-sqrt(z*z-1)))
t2=1/(o*(z+sqrt(z*z-1)))
while abs((1/(t2-t1))*(t1*exp(-t/t1)-t2*exp(-t/t2)>0.05
t=t+0.1
end
tr(n)=t
zz(n)=z
n=n+1
end

% tracé de la courbe

loglog (zz,tr)

axis ([0.01 10 1 1000])

xlabel (‘coefficient d amortissement’)
ylabel (‘temps de réponse réduit’)
grid on
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6-2 TRACE DE L'ABAQUE DE BLACK.

6-2-1. RAPPEL

L'abaque de Black est un diagramme permettantdsage de la fonction de transfert en boucle
ouverte vers la fonction de transfert en boucleé&s dans le plan de Black pour un systéme a
retour unitaire.

Considérons un systeme a retour unitaire quelcodgqu€rBO: H(p)

Sa FTBF est alorss(p) :M
1+H(p)

Pour effectuer le passage inverse, on procédelewi saivant en laissant implicite la variable p:
_ H _H+1 1 _q- 1
1+H 1+H 1+H 1+H

= 1-G= 1
1+H
1
= 1+H=——
1_
L H= 1 = 1 _1—G_ G

et finalement: H(p) = %?)p) (6-1)

6-2-2. MISE EN EQUATIONS
Le lieu de Black d'une fonction F(p) est le lieul@éonction complexe Fg).

La FTBO G(w) est une fonction complexe que I'on peut mettres $a forme:
G = A[cosé+ j sind].

AMcosB+jsin] _  AlcosB+jsing]
1-A[cosB+sin6]  (1-AcosB)- jAsin®

En vertu de 6-1, on peut alors écriréd =

H= A|lco + jsinG)
(1-AcosB)-jAsin®

Ceci est I'expression de la FTBO en fonction deamatre®d etA de la FTBF.
En fixant® etA , on obtient donc par cette formule le point MalETBO correspondant a une
amplitudeA et une phas@é en Boucle Ouverte.

En fixant® et en faisant variex, on obtiendra une courbe représentant les liewiayramme de
Black pour lesquels la phase de la FTBF est cotestgrégale a.

En fixantA et en faisant varid#, on obtiendra une courbe représentant les liewialyramme de
Black pour lesquels I'amplitude de la FTBF est tamte et égale &



6-2-3. PROGRAMME.

Le programme ci-dessous effectué sur GNUPLOT,gédd tracé de I'abaque de black représenté
page suivante.
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# abaque de black.

#parametres de tracé
set parametric

set nokey

set grid

set trange[-pi:0]

set xrange[-180:0]

set yrange[-15:30]

set sample 2000

set title "Black Frequency Response"
set xlabel "phi (degrés.)"
set ylabel "Adb=20.logA"

#contours lambda(dB)=10,8,6,4,3,2.3,1,0.5,0.1,9,-0.8,-3,-5,-8
r=3.98

G(t)=r*(cos(t)+{0,1}*sin(t))/((1-r*cos(t))-({0,1}*r*sin(t)))
phil(t)=(180/pi)*arg(G(t))

rol(t)=20*log10(abs(G(t)))

#contours phi(®)=2,5,8,16,30,50,80,100,120,140,160

r=179
H(t)=t*(cos((pi/180)*r)+{0,1}*sin((pi/180)*r))/((1t*cos((pi/180)*r))-({0,1}*t*sin((pi/180)*r)))
phi2(t)=(180/pi)*arg(H(t))

ro2(t)=20*log10(abs(H(t)))

#trace

plot
r=3.16,phil(t),rol(t),r=2.51,phil(t),rol(t),r=1.98j1(t),rol(t),r=1.58,phil(t),rol(t),r=1.41,philt)
01(t),r=1.303,phil(t),ro1(t),r=1.12,phil(t),ro1¢1.06,phil(t),ro1(t),r=1.011,phil(t),rol(t),r=1jph
1(t),rol1(t),r=0.944,phil(t),ro1(t),r=0.891,phil(91(t),r=0.708,phil(t),rol(t),r=0.562,phil(t),rofl(t
=0.398,phil(t),rol(t),r=178,phi2(t),ro2(t),r=175ipft),ro2(t),r=172,phi2(t),ro2(t),r=164,phi2(t),ro2
(t),r=150,phi2(t),ro2(t),r=130,phi2(t),ro2(t),r=1@Mi2(t),ro2(t),r=80,phi2(t),ro2(t),r=60,phi2(t) 26
t),r=40,phi2(t),ro2(t),r=20,phi2(t),ro2(t)
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6-3 COMPLEMENTS SUR LES DECIBELS.

Le Bell, nommé ainsi en hommage a Graham Bell (AB%2), permet d’exprimer un rapport
d’énergies ou de puissances sous forme logaritrenigar exemple, le rapport d’énergies du

. : L s W2 .
systéme suivant est égal & =log,, Wi exprimé en Bell.

Energie W1 Energie W2

Ny,
>

Y

Le décibel correspond a 0.1 Bell, la relation pdécge devenanf3:=10a :1OIog10[VV\\//—ﬂ exprime

en décibel.

REMARQUE 1: Il ne s’agit pas a proprement parlamé unité puisque le décibel, qui est un
rapport, n’a pas de dimension physique.

REMARQUE 2 : Le décibel est utilisé pour toutestassrde grandeurs, pression acoustique,
puissance électrique, tension, etc. Ainsi on retrtede dB SPL (sound Pressure Level), le dBu, le
dBv, le dBm, etc.

Lorsque le rapport concerne des grandeurs tellesegpression ou la tension, la formulation du

2
rapport change : Par exempkdB :1OIoglo(ﬁ] = 20Iogm(ﬁ]. Ceci est simplement d au fait
ul ul
u2
que I'énergie est proportionnelle au carré denait dans ce caP.=—.

Tension ul Tension u2

>

\4
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L'expression d'une grandeur en décibel impliquebligatoirement la définition d’'une
grandeur de référence. D’'une maniére générale:KdB:ZOIogm(i]. Dans le cas du

ref

diagramme de Bode, la grandeur de référence elst &da
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Exemple : cas de I'acoustique

Le systéeme auditif humain posséde une caractéarestigmarquable (loi de Fechner) : La sensation
subjective est a peu pres proportionnelle au ltgae de I'excitation (pression acoustique). En



d’autres termes, I'augmentation de I'intensité sabye est identique entre 0.1 et 0.2 Pa ou entre 1
et 2 Pa.

Le plus faible signal qu’'une oreille « moyenne >utppercevoir a une fréquence de 1000 Hz
correspond & une pression de 2 Ha, tandis que la pression maximale supportalld’@sviron

200 Pa, soit un rapport d’environ’10

Ces deux particularités conduisent naturellementtanix d’'une notation logarithmique et d’'une
expression en décibels des pressions acoustiquesiéfnit donc le décibel acoustique (SPL)

comme KdB :20I0910(L), avec p : pression acoustique mesuréesepmession acoustique de

ref
référence, qui est la plus faible audible (2> Fa). Pour une telle pression acoustique on obtient
donc une valeur de 0 dB.

200

Pour la pression maximale, on obtigdB = 20I0910(T0_5

J:14(HB.

REMARQUE : Comme il a déja été signalé, la formolatest différente si I'on prend en compte
des énergies qui sont des intensités acoustiquemim®es en W/Mm dans ce cas:

KdB :10Ioglo( W

ref

J. Les résultats sont naturellement identiques, &vec= 10" W/m?® et Wiax

=100 W/nf , soit un rapport de b Pour la pression maximalkdB :10Ioglo(%J =140dB
Cas des signaux électriques
Les schémas ci-dessous illustrent la notation en dB
1V 10V 1V
—> +20dB -20dB >
1V 2V 1V
—> +6dB -6dB >
———>+6dB > +6dB >
1V 10V 100v

—> +20dB >+20dB ———
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